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内 容 提要 

本 书 由 同济 大 学 数学 系 多 位 教师 历经 近 两 年 时 间 反 复 修 订 而 成 。 此 次 
修订 依据 工科 类 本 科 线 性 代数 谍 程 教学 基本 要 求 ( 以 下 简称 教学 基本 要 
求 ) ， 参 照 近 年 来 线性 代数 课程 及 教材 建设 的 经 验 和 成 果 ， 在 内 容 钓 编 

















排 、 概 念 的 叙述 、 方 法 的 应 用 等 诸多 方面 作 了 修订 ， 使 全 书 结构 更 趋 流 
畅 ， 主 次 更 加 分 明 ， 论 述 更 通俗 易 懂 ， 因 而 更 易 教 易学 ， 也 更 适应 当前 的 
本 科 线 性 代数 课程 的 教学 。 
本 书 内 容 包括 行列 式 、 抢 阵 及 其 运算 、 和 矩阵 的 初等 变换 与 线性 方程 
组 的 线性 相关 性 、 相 似 矩 阵 及 二 次 型 、 线 性 空间 与 线性 变换 六 
均 配 有 相当 数量 的 习题 ， 书 末 附 有 习题 答案 。 一 至 五 章 ( 除 用 4 
为 
排 

















容 外 ) 完 全 满足 教学 了 本 要 求 ， 教 学 时 数 约 34 学 时 。 一 至 五 章 
: 印 的 内 容 供 读者 选 学 ， 第 六 章 带 有 较 多 的 理科 色彩 ， 供 对 数学 
要 求 较 高 的 专业 选 所 
本 书 可 供 高 等 院 校 各 工程 类 专业 使 用 ， 包 括 诸如 管理 工程 、 生 物 工程 
等 新 兴工 程 类 专业 ， 也 可 供 自 学 者 、 考 研 者 和 科技 工作 者 阅读 。 
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第 入 版 前 言 


这 次 修订 的 主要 工作 是 :(1) 适当 调整 一 些 章 节 的 编排 和 内 容 , 使 全 书 结构 
更 趋 合 理 ;(2) 对 一 些 较为 深刻 且 重 要 的 概念 增加 了 一 些 引 寻 性 和 解说 性 的 文 
字 ,增强 了 可 读 性 ;(3) 弥补 了 几 处 丽 漏 ,使 推理 、 解 题 更 为 顺畅 ;(4) 习题 也 作 
了 少量 的 增删 。 总 之 ,这 次 修订 在 保持 原 有 体系 和 框架 的 基础 上 ,在 满足 工科 类 
本 科 数 学 基础 课程 教学 基本 要 求 的 前 提 下 ,使 本 书 更 加 易 教 易学 ,更 加 贴近 于 当 
前 的 教学 实践 。 

这 次 修订 工作 由 同济 大 学 数学 系 骆 承 钦 、 胡 上 志摩 、 靳 全 勤 三 位 同志 承担 。 

同济 大 学 邵 嘉 裕 教 授 和 单 海 英 、 张 莉 同 志 以 及 同济 大 学 浙江 学 院 潘 雪 军 同 
志 对 本 书 第 五 版 提出 了 许多 修改 意见 , 畜 在 此 对 他 们 表示 深切 的 谢意 。 

本 书 已 入 选 第 一 批 " 十 二 五 "普通 高 等 教育 本 科 国家 级 规划 教材 。 对 于 教 
育 部 有 关 部 门 \ 高 等 教育 出 版 社 和 同济 大 学 有 关 部 门 对 本 书 的 关心 和 扶植 ,说 在 
此 表示 衷心 的 感谢 。 


编 者 
2013 年 4 月 











第 五 版 前 言 


本 书 第 五 版 是 在 第 四 版 的 基础 上 ,参照 近期 修订 的 工科 类 本 科 数 学 基础 课 
程 教 学 基本 要 求 (以 下 简称 教学 基本 要 求 ) ,并 考虑 当前 教学 的 实际 情况 ,进行 
修订 而 成 的 。 

这 次 修订 的 主导 思想 是 :在 满足 教学 基本 要 求 的 前 提 下 ,适当 降低 理论 推导 
的 要 求 , 注 重 解决 问题 的 矩阵 方法 。 为 此 , 除 第 六 章 仍 加 * 号 而 外 ,对 第 一 章 至 
第 五 章 中 的 部 分 内 容 ( 例 如 :为 证 明 行 列 式 的 基本 性 质 而 引入 的 排列 对 换 的 知 
识 ,为 证 明 给 阵 初 等 变换 的 基本 性 质 而 引入 的 初等 矩阵 的 知识 ,以 及 某 些 定理 的 
证 明 ) 改 为 用 小 字 排 印 ,以 表明 它们 为 非 必 读 内 容 , 从 而 有 利于 在 限定 的 学 时 内 
更 好 地 掌握 教学 基本 要 求 所 规定 的 内 容 。 这 些 用 小 字 排 印 或 加 * 号 的 内 容 , 供 
有 较 高 要 求 的 读者 选 学 。 此 外 ,修订 时 对 例题 和 习题 也 作 了 适当 的 调整 。 

这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同 志 承 担 。 

在 教育 部 高 教 司 和 高 等 教育 出 版 社 的 支持 下 ,本 书 列 入 普通 高 等 教育 "十 一 
五 ”国家 级 规划 教材 。 同 时 ,本 书 也 列 入 高 等 教育 出 版 社 * 高 等 教育 百 门 精品 课 
程 教材 建设 ”项目 和 同济 大 学 教材 建设 规划 。 对 于 教育 部 高 教 司 \ 高 等 教育 出 版 
社 和 同济 大 学 有 关 部 门 对 本 书 的 关心 和 扶植 ,说 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 


编 者 
2007 年 1 月 








第 四 版 前 言 


本 书 第 三 版 自 1999 年 出 版 以 来 ,广大 读者 和 使 用 本 书 的 同行 们 对 于 它 的 编 
写 体系 , 即 先 建立 线性 方程 组 理论 \ 后 讨论 向 量 组 的 线性 相关 性 的 体系 ,都 表示 
赞同 ,认为 这 样 的 编排 有 利于 理解 线性 代数 的 抽象 知识 ,降低 了 学 习 本 课程 的 难 
度 。 因 此 在 这 次 修订 时 ,我 们 保留 了 原来 的 体系 , 仅 对 其 中 几 处 作 了 次 序 的 调 
整 , 以 使 叙述 更 加 顺畅 ;在 文字 上 也 作 了 少许 修改 ,并 增加 了 一 些 解说 性 的 段落 ， 
以 使 论述 更 加 通俗 有 易 懂 ; 此 外 还 调整 并 增加 了 部 分 例题 和 习题 ,其 中 有 些 选 自 近 
年 研究 生 入 学 考试 的 试题 。 

这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同 志 承 担 。 


编 者 
2003 年 2 月 











第 三 版 前 言 


本 书 第 二 版 自 1991 年 出 版 以 来 ,广大 读者 和 使 用 本 书 的 同行 们 对 本 书 提 出 
了 许多 修改 意见 ,我 们 谭 在 此 向 关心 本 书 和 对 本 书 提出 宝贵 意见 的 同志 们 表示 
衷心 的 感谢 。 

这 次 修订 ,在 第 一 章 增加 了 二 阶 与 三 阶 行列 式 , 以 加 强 与 中 学 教学 内 容 的 衔 
接 ;第 二 章 增 加 了 少量 关于 撼 阵 及 其 运算 的 实际 背景 的 内 容 ; 第 三 四 两 章 作 了 
彻底 更 换 理论 体系 的 修改 。 新 的 第 三 章 先 引进 答 阵 的 初等 变换 和 秩 的 概念 ,证 
明了 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ,然后 藉 此 建立 线性 方程 组 有 惟一 解 和 有 无 穷 多 
解 的 充分 必要 条 件 ,解决 了 线性 方程 组 的 求解 问题 。 新 的 第 四 章 讨 论 向 量 组 的 
线性 相关 性 ,由 于 有 了 矩阵 和 线性 方程 组 的 理论 ,使 这 一 讨论 大 为 简化 ,从 而 达 
到 化 难为 易 的 目的 。 

这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同 志 承 担 。 

天 津 大 学 齐 植 兰 教授 和 北京 理工 大 学 史 荣 昌 教 授 详细 审阅 了 本 修订 稿 ,并 
提出 了 许多 改进 的 意见 ,说 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 此 外 ,还 要 感 褒 教 育 部 高 教 司 . 
教材 处 和 高 等 教育 出 版 社 对 本 书 的 关心 和 扶植 。 


编 者 
1998 年 8 月 
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第 二 版 前 


本 书 第 一 版 自 1982 年 出 版 以 来 ,我 们 采用 它 作 为 教材 ,已 经 经 历 了 多 次 的 
教学 实践 。 这 次 我 们 根据 在 实践 中 积累 的 一 些 经 验 ,并 吸取 使 用 本 书 的 同行 们 
所 提出 的 宝贵 意见 ,将 它 的 部 分 内 容 作 了 修改 ,成 为 第 二 版 。 

这 次 修订 ,对 第 三 章 和 第 四 章 改 动 稍 大 ,第 一 、 二 \ 五 章 也 有 改动 ,并 增加 了 
少量 习题 。 此 外 ,对 超出 国家 教委 于 1987 年 审定 的 高 等 工业 学 校 “线性 代数 课 
程 教学 基本 有 要求 "的 内 容 加 了 * 号 。 这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同志 
承担 。 

北京 印刷 学 院 盛 祥 耀 教授 详细 审阅 了 本 修订 稿 , 并 提出 了 许多 改进 的 意见 ， 
说 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 此 外 ,我 们 还 向 关心 本 书 和 对 本 书 第 一 版 提出 宝贵 意 
见 的 同志 们 表示 深切 的 谢意 。 


编 者 
1990 年 12 月 











第 一 版 前 言 


同济 大 学 数学 教研 室 主 编 的 《高 等 数学 》(1978 年 第 1 版 ) 年 前 决定 修订 再 
版 ,其 中 的 第 十 三 章 线 性 代数 决定 单独 成 书 , 以 便 应 用 。 为 此 ,由 同济 大 学 骆 承 
钦 同 志 把 《高 等 数学 》 第 十 三 章 改 编 成 本 书 。 在 改编 时 ,对 原 教材 作 了 较 多 的 修 
改 与 补充 ,以 期 能 较为 符合 1980 年 制订 的 教学 大 纲 的 要 求 。 

本 书 介绍 线性 代数 的 一 些 基本 知识 ,可 作为 高 等 工业 院 校 工程 数学 “线性 代 
数 "课程 的 试用 教材 和 教学 参考 书 。 本 书 前 五 章 教学 时 数 约 34 学 时 ,第 六 章 较 
多 地 带 有 理科 的 色彩 , 供 对 数学 要 求 较 高 的 专业 选用 。 各 章 配 有 少量 习题 , 书 末 
附 有 习题 答案 。 

参加 本 书 审 稿 的 有 上 海 海 运 学 院 陆 子 芬 教 授 ( 主 审 ) ,浙江 大 学 盛 又、 孙 玉 
鹿 等 同志 。 他 们 认真 审阅 了 原稿 ,并 提出 了 不 少 改进 意见 ,对 此 我 们 表示 衷心 
感谢 。 


编 者 
1981 年 11 月 
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习题 六 
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第 1 章 行 列 式 


行列 式 是 线性 代数 中 常用 的 工具 . 本 章 主 要 介绍 半 阶 行列 式 的 定义 性质 及 
其 计算 方法 . 





$1 二 阶 与 三 阶 行列 式 


一 、 二 元 线性 方程 组 与 二 阶 行列 式 


用 消 元 法 解 二 元 线性 方程 组 
Qi1XI 二 Qi2X%2 = 六， 
ee 
为 消去 未 知 数 ” ,以 oz 与 oa 分 别 乘 上 列 两 方程 的 两 端 ,然后 两 个 方程 相 减 ,得 
(aia2 -anal )xi=Dia) 一 ab 
类 似 地 ,消去 x, ,得 
(aiia2z 一 Qizaai )w%a =GI1D2 一 Dai 
当 oaa-apaaa 天 0 时 , 求 得 方程 组 (1) 的 解 为 


Da 一 ab， ai10 一 Da 
一 记忆 


《2 1) 


Xi 三 信 汪 
QiiQ22 一 Qi2Q21 CC22 一 Qia2Q2l 


(2) 式 中 的 分 子 分母 都 是 四 个 数 分 两 对 相 乘 再 相 减 而 得 ,其 中 分 母 oa- 
aac2i 是 由 方程 组 (1) 的 四 个 系数 确定 的 ,把 这 四 个 数 按 它们 在 方程 组 (1) 中 的 
位 置 , 排 成 二 行 二 列 ( 横 排 称 行 `. 紧 排 称 列 ) 的 数 表 





CN 2412 
(3 ) 
CQ21 422， 
表达 式 ouoa -and 称 为 数 表 (3) 所 确定 的 二 阶 行 到 起 ,并 记 作 
CC 012 
(4) 
Ca21 CQ22 








数 ww (i=1,2;7=1,2) 称 为 行列 式 (4) 的 元 素 或 元 . 元 素 o 的 第 一 个 下 标 
称 为 行 标 ,表明 该 元 素 位 于 第 i 行 ;第 二 个 下 标 称 为 列 标 ,表明 该 元 素 位 于 第 ) 


0 











第 1 章 行列 式 





列 . 位 于 第 守 行 第 7 列 的 元 素 称 为 行列 式 (4) 的 \) 元， 

上 述 二 阶 行列 式 的 定义 ,可 用 对 角 线 法 则 来 记忆 . 参看 图 1. 1 ,把 到 的 
实 连 线 称 为 主 对 角 线 ,ap 到 ax 的 虚 连 线 称 为 副 对 角 线 ,于 是 
二 阶 行列 式 便 是 主 对 角 线 上 的 两 元 素 之 积 减 去 副 对 角 线 上 两 
元 素 之 积 所 得 的 差 . 

利用 二 阶 行列 式 的 概念 ,(2) 式 中 x ,zx: 的 分 子 也 可 写成 图 1.1 
二 阶 行列 式 , 即 
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DO an an 
Da2 一 Qiab02 = ， Qub02 一 Da2i = 
2 0Q22> 2 02 
若 记 
QI Qi1 pb aia aa 和 
几 三 ; 几 , = 六 “有 5 二 ) |， 
CQ21 022 2 0Q22 QZ21 2 
那么 (2) 式 可 写成 
ba al 
刀 ， 0 2 也 ， al 
三 二 = Xi 三 一 三 
忆 QI 21 忆 QI Qi 
CQ21 0Q22> CQ21  Q22 














注意 这 里 的 分 母 刀 是 由 方程 组 (1) 的 系数 所 确定 的 二 阶 行列 式 ( 称 系数 行列 
式 ) ,zx 的 分 子 乙 是 用 常数 项 ,六 替换 忆 中 第 1 列 的 元 素 ,az 所 得 的 二 阶 
行列 式 ,x, 的 分 子 忆 , 是 用 常数 项 六 , 思 蔡 换 忆 中 第 2 列 的 元 素 ca ,oz 所 得 的 二 
阶 行列 式 . 

例 1 求解 二 元 线性 方程 组 


3x,-2x) =12， 
We 
解 ”由 于 
3 -2 
几 = =3-(-4)=7 天 0 
1 
12 -2 
= =12-(-2)=14 
人 
3 
肋 5 =3-24=-21， 
2 1 
因此 
D，14 收 ， -21 
-2 
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二 、 三 阶 行列 式 


定义 1 设 有 9 个 数 排 成 3 行 3 列 的 数 表 


0 《5 


记 


= Qila2a03+Qiaa2303i+Q3azlaa 一 Cd30a2 一 Qiad103 一 aadodi， (6) 
(6) 式 称 为 数 表 (5) 所 确定 的 三 阶 行列 式 . 

上 述 定义 表明 三 阶 行 列 式 含 6 项 ,每 项 均 为 不 同行 不 同 列 的 三 个 元 素 的 乘 
积 再 冠 以 正 负 号 ,其 规律 遵循 图 1. 2 所 示 的 对 角 线 法 则 : 医 中 有 三 条 实 线 看 做 是 
平行 于 主 对 角 线 的 连 线 , 三 条 虚线 看 做 是 平行 于 副 对 角 线 的 连 线 , 实 线 上 三 元 素 
的 乘积 冠 正 号 ,虚线 上 三 元 素 的 乘积 冠 负 号 . 





例 2 计算 三 阶 行列 式 


1 多 一 : 丰 
D=|-2 2 1|. 
9 








解 ” 按 对 角 线 法 则 ,有 
忆 =1x2x(-2)+2xlx(-3)+(-4)x(-2)x4-- 
1xl1x4-2x(-2)x(-2)-(-4)x2x(-3) 
= -4-6+32-4-8-24= -14. 
例 3 求解 方程 
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解 方程 左 端的 三 阶 行列 式 
刀 =3x+4x+18-9x-2x -12=x -5Sx+6， 
由 x-Sx+6=0 解 得 x=2 或 x=3. 
对 角 线 法 则 只 适用 于 二 阶 与 三 阶 行列 式 ,为 研究 四 阶 及 更 高 阶 行列 式 , 下 面 
先 介绍 有 关 全 排列 的 知识 ,然后 引出 于 阶 行列 式 的 概念 . 


$2 全 排列 和 对 换 


一 、 排 列 及 其 逆序 数 


把 半 个 不 同 的 元 素 排 成 一 列 ,叫做 这 壮 个 元 素 的 多 排列 (也 简称 排列 ). 

! 个 不 同 元 素 的 所 有 排列 的 种 数 ,通常 用 已, 表示 ,可 计算 如 下 : 

从 革 个 元 素 中 任 取 一 个 放 在 第 一 个 位 置 上 ,有 并 种 取 法 ; 

从 剩 下 的 -1 个 元 素 中 任 取 一 个 放 在 第 二 个 位 置 上 ,有 2-1 种 取 法 ; 

这 样 继续 下 去 ,直到 最 后 只 剩 下 一 个 元 素 放 在 第 革 个 位 置 上 ,只 有 1 种 取 
法 . 于 是 





忆 = (=-1).…。 3. 2. 1=71!. 
例如 用 1,2,3 三 个 数字 作 排 列 ,排列 总 数 P, =3 .2 :1=6, 它 们 是 
1232315312 4139272135-321: 

对 于 守 个 不 同 的 元 素 , 先 规 定 各 元 素 之 间 有 一 个 标准 次 序 (例如 并 个 不 同 的 
自然 数 ,可 规定 由 小 到 大 为 标准 次 序 ) ,于 是 在 这 半 个 元 素 的 任 一 排列 中 , 当 某 一 
对 元 素 的 先后 次 序 与 标准 次 序 不 同时 ,就 说 它 构成 1 个 逆序 . 一 个 排列 中 所 有 逆 
序 的 总 数 叫 做 这 个 排列 的 逆序 数 ， 

逆序 数 为 奇数 的 排列 叫做 奇 排列 ,逆序 数 为 偶数 的 排列 叫做 偶 排 列 . 

下 面 来 讨论 计算 排列 的 逆序 数 的 方法 . 

不 失 一 般 性 ,不 妨 设 半 个 元 素 为 1 至 对 这 并 个 自然 数 ,并 规定 由 小 到 大 为 标 
准 次 序 . 设 户 PP 为 这 半 个 自然 数 的 一 个 排列 ,考虑 元 素 户 《=1,2，…,) ， 
如 果 比 疡 大 的 且 排 在 疡 前面 的 元 素 有 访 个 ,就 说 户 这 个 元 素 的 道 序数 是 性 全 
体 元 素 的 逆序 数 之 总 和 


5 











S$3 阶 行列 式 的 定义 





= 四 十 轧 十 :十 矶 = 1 


即 是 这 个 排列 的 逆序 数 . 
例 4 求 排列 32514 的 逆序 数 . 
解 ”在 排列 32514 
3 排 在 首位 , 道 序 数 广 = 
2 的 前 面 比 2 大 的 数 有 一 2 故 逆序 数 六 =1; 
5 是 最 大 数 ,逆序 数 扇 =0; 
1 的 前 面 比 1 大 的 数 有 三 个 (3 .2 5) ,故道 序数 辣 =3; 
4 人 故 逆序 数 5 =1 ,于 是 这 个 排列 的 逆序 数 为 





=0+1+0+3+1=59. 


光 0 


二 、 对 换 


在 排列 中 ,将 任意 两 个 元 素 对 调 ,其 余 的 元 素 不 动 , 这 种 作出 新 排列 的 手续 叫做 对 换 . 将 
相 邻 两 个 元 素 对 换 ,叫做 相 邻 对 换 ， 

定理 1 一 个 排列 中 的 任意 两 个 元 素 对 换 ,排列 改变 奇偶 性 . 

证 ” 仍 不 妨 设 元 素 为 从 1 开始 的 自然 数 (从 小 到 大 为 标准 次 序 ). 先 证 相 邻 对 换 的 情形 . 

设 排列 为 oaiab0 2 对 换 与, 变 为 wapbab 和 b: 显 然 ,o ,ai 人 yb 这 
三 而 c, 两 元 素 的 道 序数 改变 为 : 当 a<b 时 ,经 对 换 后 a 的 
逆序 数 增加 工 而 4 的 道 序数 不 变 ; 当 e>b 时 ,经 对 换 后 wu 的 道 序数 不 变 而 必 的 逆序 数 减 少 1 
所 以 排列 @ aab0 2 与 排列 w， …2， 的 奇偶 性 不 同 . 

再 证 一 般 对 换 的 情形 . 

设 排 列 为 @ aabi 和 22b0c 和 cy 把 它 作 严 次 相 邻 对 换 , 变 成 ww aiabb 0c cy, 再 作 
m+l 次 相 邻 对 换 , 变 成 wj …ajb0i 0 总 之 ,经 2m+l 次 相 邻 对 换 ,排列 @ aiab … 
吨 .bc 5c, 变 成 排列 @ ab: ac ec ,所 以 这 两 个 排列 的 奇偶 性 相反 . 

推论 奇 排列 对 换 成 标准 排列 的 对 换 次 数 为 奇数 , 偶 排 列 对 换 成 标准 排列 的 对 换 次 数 
为 偶数 . 

证 由 定理 1 知 对 换 的 次 数 就 是 排列 奇偶 性 的 变化 次 数 ,而 标准 排列 是 偶 排列 (逆序 数 
为 0) ,因此 知 推论 成 立 ， 证 毕 


$3 导 阶 行列 式 的 定义 


为 了 给 出 愤 阶 行列 式 的 定义 , 先 来 研究 三 阶 行列 式 的 结构 . 三 阶 行列 式 定 
义 为 














= 三 QQ22033 二 QQ23031 二 Q3021032 一 01102303 一 QQ21033 一 QI13Q22Q31， (6) 
容易 看 出 : 
(i) (6) 式 右边 的 每 一 项 都 恰 是 三 个 元 素 的 乘积 ,这 三 个 元 素 位 于 不 同 的 
行 \ 不 同 的 列 . 因此 ,(6) 式 右 端的 任 一 项 除 正 负 号 外 可 以 写成 ww asaaw* 这 里 
第 一 个 下 标 ( 行 标 ) 排 成 标准 次 序 123 ,而 第 二 个 下 标 ( 列 标 ) 排 成 证 PP , 它 是 1， 
2 ,3 三 个 数 的 某 个 排列 . 这 样 的 排列 共有 6 种 ,对 应 (6) 式 右 端 共 含 6 项 . 
(ii) 各 项 的 正 负 号 与 列 标的 排列 对 照 
带 正 号 的 三 项 列 标 排列 是 123 ,231 ,312 ; 
带 负 号 的 三 项 列 标 排列 是 132 ,213 ,321， 
经 计算 可 知 前 三 个 排列 都 是 偶 排列 ,而 后 三 个 排列 都 是 奇 排列 . 因此 各 项 所 
带 的 正 负 号 可 以 表示 为 (-1) ,其 中 ! 为 列 标 排列 的 逆序 数 ， 
总 之 ,三 阶 行列 式 可 以 写成 
Q21 aa? ao23 = 了 (-1) aanaa， 
其 中 :为 排列 户 paps 的 道 序数 ,并 表示 对 1,2,3 三 个 数 的 所 有 排列 户 疡 P， 取 和 . 
仿 此 ,可 以 把 行列 式 推广 到 一 般 情 形 . 
定义 2 设 有 普 个 数 , 排 成 ”行列 的 数 表 


CI 202 “0 
Co Co Q2n 
人 
作出 表 中 位 于 不 同行 不 同 列 的 个 数 的 乘积 ,并 冠 以 符号 (-1) ,得 到 形 如 
(1) ownaans am 《7) 


的 项 ,其 中 疡 PP 为 自然 数 1,2,… 和 的 一 个 排列 ,上 为 这 个 排列 的 逆序 数 . 由 
于 这 样 的 排列 共有 z! 个 ,因而 形 如 (7) 式 的 项 共有 4! 项 .所 有 这 4! 项 的 代 
数 和 


之 《 到] 外 两 光 5 记 罗 。 
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称 为 ” 阶 行列 式 , 记 作 
CI 0 ”Qinn 


C21 02 ”QQn 


Cn 02 ”0Qnmn 


简 记 作 det( ay ) ,其 中 数 wy 为 行列 式 刀 的 47) 元， 

按 此 定义 的 二 阶 三 阶 行列 式 ,与 SS1 中 用 对 角 线 法 则 定义 的 二 阶 、 三 阶 行 
列 式 显然 是 一 致 的 . 当 呈 = 工时 ,一 阶 行列 式 lel=a, 注 意 不 要 与 绝对 值 记号 
相 混 消 . 

主 对 角 线 以 下 (上 ) 的 元 素 都 为 0 的 行列 式 叫做 上 (和 下) 三 角形 行列 式 ; 特 
别 , 主 对 角 线 以 下 和 以 上 的 元 素 都 为 0 的 行列 式 叫 做 对 角 行 列 式 . 

例 5 证 明 (1) 下 三 角形 行列 式 


4 
5 0 
咏 =| . = 三 CI1022 Qon; 
Qi Cn2 Q 
(2) 对 角 行 列 式 
Ai 
A2 
= 人 1 入 2 从 
从 


证 (1) 由 于 当 有 >i 时 ,a =0, 故 六 中 可 能 不 为 0 的 元 素 w, ,其 下 标 应 有 
万 近 间 即 Pi 和 过 1，…,P 去 7 而 六 + +D =1T+ + 因此 =1 ,PP=m 所 以 也 中 
可 能 不 为 0 的 项 只 有 一 项 (-1) "aaa…auw: 此 项 的 符号 (-1) =(-1) =1, 所 以 
乃 三 ZTC2o5o 


(2) 由 (1) 即 得 
8$4 行列 式 的 性 质 


记 














ln 2 品 
汪 Q21 CQ27 Q2， 让 Qi  Q2 Qi 
Qnl Go2 Ca Qin Ca2n Cnn 
行列 式 六 称 为 行列 式 刀 的 转 置 行列 式 . 
性 质 1 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 . 
证 记忆 =det(o) 的 转 置 行列 式 六 =det( 久 ) ， 
即 忆 的 人力 元 为 切 , 则 咏 =w (ivy=1,2,…,m) , 按 定义 
太 = 三 (-1) 0 bn (1) ap ap 
下 证 忆 = 六 . 
对 于 行列 式 忆 的 任 一 项 
(-1) om api ap am ， 
其 中 工 … 人 为 标准 排列 ,为 排列 户 …… 户 和 … 疡 生 交 的 逆序 数 ,对 换 元 素 与 om 成 
(1) on ap ap on， 
这 时 ,这 一 项 的 值 不 变 ,而 行 标 排列 与 列 标 排列 同时 作 了 一 次 相应 的 对 换 . 设 新 的 行 标 排列 
1 的 逆序 数 为 , 则 了 为 奇数 ; 设 新 的 列 标 排 列 户 …… 户 …… 记 和 … 记 的 道 序数 为 与 , 则 
(CssE(ET 
故 
(-1) =-(-1D2=(-1D(-D2=(-Do 
于 是 


(-D aa aap raw =(-] ) oo 

这 就 麦 明 ,对 换 乘 积 中 两 元 素 的 次 序 ,从 而 行 标 排列 与 列 标 排列 同时 作 了 相应 的 对 换 , 则 
行 标 排列 与 列 标 排列 的 逆序 数 之 和 并 不 改变 奇偶 性 . 经 一 次 对 换 是 如 此 ,经 多 次 对 换 当 然 还 
是 如 此 . 于 是 ,经 过 若干 次 对 换 ,使 

列 标 排列 户 玉 …P( 逆 谨 数 为 六 变 为 标准 排列 (逆序 数 为 0) ; 

行 标 排列 则 相应 地 从 标准 排列 变 为 某 个 新 的 排列 , 设 此 新 排列 为 qq,…4, ,其 送 序 数 为 
s, 则 有 
2 

又 ,如 果 上 式 左 边 乘积 的 第 个 元 素 az 为 ji, 那么 它 必 定 是 上 式 右边 乘积 的 第 /个 元 素 ， 
即 ow， =oj=Qo 可 见 排列 gg …9q, 由 排列 记 P…P, 所 惟一 确定 . 

综 上 可 知 :对 于 刀 中 任 一 项 (-1)'ow ao …aw ,总 有 且 仅 有 太 中 的 某 一 项 
(-1D "aawa…ass 与 之 对 应 并 相等 ;反之 ,对 于 Dr 中 的 任 一 项 (-U'a ia ia ,也 总 有 且 
仅 有 刀 中 的 某 一 项 (-1) as ao au 与 之 对 应 并 相等 ,于 是 也 与 六 中 的 项 可 以 一 一 对 应 并 
相等 ,从 而 万 = 万 证 毕 


由 此 性 质 可 知 ,行列 式 中 的 行 与 列 具 有 同等 的 地 位 ,行列 式 的 性 质 凡是 对 行 


4 
(=-1) aip aap am = (-1) aoiiay 


汉人 
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成 立 的 对 列 也 同样 成 立 ,反之 亦 然 . 
性 质 2 ”对 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 变 号 . 
证 ” 设 行列 式 
bn 0 证 0 
玖 7 


0 


人 避 


咱 


是 由 行列 起 六 = det(o ) 对 换 ij 两 行 得 到 的 , 即 当 kz 订 时 , 罗 =as; 当 丰 = 时 ,号 =o, 包 = 


二 中 尼 和 1 2 2 二 了 (- jn 二 光 0 
甩 f 三 写 CE OP oO 7 0 = >(-1) Op 


mpn 


二 六 (人 6 ee 
= 之 (=-1) Qi 3 Qi Qw， 


其 中 工大 为 标准 排列 ,为 排列 记 交 疡 生态 有 的 逆序 数 . 设 排列 六 间 记 六 症 PP 的 道 
序数 为 人 , 则 (-1) =-(-1)", 故 
站 ， =- 了 ( | ) an 5 0 0 = 一 必 . 证 毕 


以 广 表 示 行 列 式 的 第 守 行 ,以 c 表示 第 守 列 . 对 换 站 两 行 记 作 六 全 六 ,对 换 
i 了 两 列 记 作 ccci 

推论 ”如 果 行 列 式 有 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 , 则 此 行列 式 等 于 零 . 

证 ”把 这 两 行 对 换 , 有 嘱 =-D, 故 刀 =0. 证 毕 

性 质 3 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 的 元 素 都 乘 同一 数 上 ,等 于 用 数 上 乘 此 
行列 式 . 

第 : 行 (或 列 ) 乘 刀 , 记 作 产 xf (或 cixF). 

推论 ”行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 记号 的 外 面 . 








第 行 (或 列 ) 提 出 公 因 子 大 , 记 作 广 直 (或 cs) ,有 
LN 0 ”QQn CI 0 ”CQn 
: : 人 : 
ja pa … Ka Ka au Qi 
Cn Ca ”Ca Ca Cd ”Qun 














性 质 4 行列 式 中 如 果 有 两 行 ( 列 ) 元 素 成 比例 , 则 此 行列 式 等 于 零 . 
性 质 $ 若 行 列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 都 是 两 数 之 和 ,例如 第 : 行 的 元 素 
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Qi11 Qi12 2 Qin 


了 了 
忆 六 =|aa+a ap+dap Qian+aan|， 








Cn1 Qn2 Qnmn 
则 嘱 等 于 下 列 两 个 行列 式 之 和 : 
CQ 0 ”QQn CI 0 …  Qn 
了 
D=jlac da … an|l+la ap … an|. 
Ca CQ Ca 02 ”CQmn 














性 质 6 ”把 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 乘 同 一 数 然 后 加 到 另 一 行 ! 列 ) 对 
应 的 元 素 上 去 ,行列 式 不 变 . 
例如 以 数 开 乘 第 守 行 加 到 第 7 行 上 ( 记 作 mm+kr;,) ,有 




















CI QI Cn Qil Qi12 Qin 
如 让 一 秽 5 Qi Qi CQ CQ 
三 十 有 7 
四 了 上 e 。 
(天 门 . 
ap an CO 十 Kai ap +[a， …， ah 二 Ka， 
Cn 0C2 CQnm Qnl Cn2 SS Qnn 


〈 以 数 大 乘 第 对 列 加 到 第 7 列 上 , 记 作 cj+kci. ) 
以 上 诸 性 质 请 读者 证 明之 . 
上 述 性 质 5 表明 : 当 某 一 行 (或 列 ) 的 元 素 为 两 数 之 和 时 ,行列 式 关 于 该 行 
(或 列 ) 可 分 解 为 两 个 行列 式 . 若 阶 行列 式 每 个 元 素 都 表示 成 两 数 之 和 , 则 它 
可 分 解 成 2 个 行列 式 . 网 如 二 阶 行列 式 




















QH+X 0-y | 0+Y X 0+Yy 
c+z do |e dr+Ww Z dd+W 
| |a y| |x pb| | 7y| 
三 | 十 |+ | 
cC dd C 细 和 














性 质 2,3,6 介绍 了 行列 式 关 于 行 和 关于 列 的 三 种 运算 , 即 rm，rix 大 ,ri 二 ri 
和 cc,cixksci+kci), 利 用 这 些 运算 可 简化 行列 式 的 计算 ,特别 是 利用 运算 rm:+Ar， 
(或 ci+hci) 可 以 把 行列 式 中 许多 元 素 化 为 0. 计算 行列 式 常 用 的 一 种 方法 就 是 利 


中 这 
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用 运算 rm+jiri 把 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 , 从 而 算得 行列 式 的 值 . 请 看 以 下 几 
个 例题 . 
例 6 计算 ” 阶 行 列 式 


Cln Al 
0 CQ2,n-1 CQ2n 人 > 
全 
Cn ”Quonl Cnm An 
解 (1) 应 注意 刀 不 是 上 (下 ) 三 角形 行列 式 , 但 可 以 通过 行 的 对 换 化 为 上 
三 角形 行列 式 . 先 把 了 的 第 行 依次 与 第 mn-1 行 …… 第 一 行 对 换 ( 共 -1 次 对 
换 ) ,得 行列 式 Di. 由 性 质 2,Di=(-1)”D, 或 D=(-1)”D,, 这 里 
Cnl Qn2 人 Qn,n-1 CQnn 
0 0 … 0 Qi 
Di=| . ， 
0 Qi-l2 “”” Qnrln-l Cn-lin 
再 把 六 的 第 半 行 依次 与 第 mw-1 行 …… 第 二 行 对 换 ( 共 m-2 次 对 换 ) ,得 一 新 的 


行列 式 …… 循 此 , 忆 经 过 共 


(有 -1 )+( 必 -2)+…+1 = 二 n(n-1) 


次 行 的 对 换 成 为 上 三 角形 行列 式 


Qn1 Qn2 人 Qnmn 
0 Qin 
于 是 万 =(-1) 生 ID = =(-1J20Da oa 


《2) 由 (1) 得 
Ai 


nm(Cn-1l) 
=(-1) ” AI1A2 人， 


例 7 计算 


定语 





























3 1 -1 2 
人 
2 
1 -5 3 -3 
解 
1 3 -1 2 RE 
| 
| 汪汪 
2 0 16 -2 7 
9 13 -1 2 
| 
0 -8 4 -6lnm lo0 8 -100 
0 16 -2 7 0 0 -10 15 
RS 和 
IE 四 -10x4=40， 
rs 0 0 4 -5 
00 -2 3 0 0 0 工 


2 | 
在 上 述 解法 中 , 先 用 了 运算 cr*c, 其 目的 是 把 ou 换 成 1, 从 而 利用 运算 
maar, 即 可 把 ca (z=2,3,4) 变 为 0. 如 果 不 先 作 ce*c , 则 由 于 原 式 中 c =3， 


用 运算 杞 汐 把 ca 变 为 0, 这 样 计算 时 就 比较 麻烦 . 第 二 步 把 疡 -rm 和 产 +5n 


写 在 一 起 ,这 是 两 次 运算 ,并 把 第 一 运算 结果 的 书写 省 略 了 . 
例 8 计算 


几 


0 
1 3 1 1 
加 
人 
解 ”这 个 行列 式 的 特点 是 各 列 4 个 数 之 和 都 是 6. 今 把 第 2,3 ,4 行 同 时 加 到 
第 1 行 , 提 出 公 因 子 6, 然 后 各 行 减 去 第 一 行 : 


妨 = 











6 6 .6.6 1 1 1 
六 十 r2 十 73 十 74 ] 3 ] 1 ri1sO ] 印 ] 1 

罚 二 天 一 一 站 
和 1 二 海 5 
| 113 


人 
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二 1] 1 1 1 

六 一 7 0 2 0 0 
6 =48. 

| 0 0 2 0 

0 005 .2 
例 9 计算 

Q D C d 
Ca+b Q+b+C Q+D+c+d 


w 2a+b 3a+20+c 4a+30+2c+d | 
Q 3c+D 6a+30+c 10c+60+3c+d 
解 ”从 第 4 行 开 始 , 后 行 减 前 行 ， 











| C dd 和 Doc d 
) 2 Q CQ+b Q+D+C 2 |0 QQa+b aa+b+c 
pm 0 aw 2a+b 3ac+2p0+clnm 0 0 aa 2a+D 
0 aw 3a+b 6a+320+c 0 0  a 3a+b 
Q 10 C d 
mn- 0 aw aa+b a+pb+c 
0 0  a 2a+b 
0 0 0 Q 





ee 这 里 要 注意 各 个 和 运算 
的 次 序 一 般 不 能 颠倒 ,这 是 由 于 后 一 次 运算 是 作用 在 前 一 次 运算 结果 上 的 缘故 . 
例如 









































a bntn la+c b+dlP-n la+c b+d 

C dd C d -QQ 一 

a lm a mt+mz | < d 

c dt c-a db 兰 c-a db 加 














可 见 两 次 运算 当 次 序 不 同时 所 得 结果 不 同 . 忽视 后 一 次 运算 是 作用 在 前 一 次 运 
算 的 结果 上 ,就 会 出 错 ,例如 
Q a+c 0+d 
cC dl c-a d-0| 
这 样 的 运算 是 错误 的 ,出 错 的 原因 在 于 第 二 次 运算 找 错 了 对 象 . 

此 外 还 要 注意 运算 六 +r 与 三 + ee ri+hri 是 约定 的 行列 式 运 算 记 号 ,不 
能 写作 妨 +r( 这 里 不 能 套用 加 法 的 交换 律 ) 

上 述 诸 例 都 是 利用 运算 疡 +jr 人 角形 行列 式 ,用 归纳 法 不 
难 证 明 ( 这 里 不 证 ) 任 何 呈 阶 行列 式 总 能 利用 运算 六 +ir 化 为 上 三 角形 行列 式 ， 


7 门 十 7 




















殉 一 行 


人 





RE 
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或 化 为 下 三 角形 行列 式 (这 时 要 先 把 cu,…，,a-i 化 为 0). 类 似 地 ,利用 列 运算 
ci+gci, 也 可 把 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 或 下 三 角形 行列 式 . 








例 10 设 
Qi1l QI 
: 0 
CQ QZ 
已 = 

CU ck pn D 
CC 

CI ”0 0 

刀 ， = det(ai ) = : | 六 =det(2 )= : : | ， 
CQ 0 mw 


证 明 : 了 =DD, 
证 对 疡 作 运 算 m+Ar 把 乙 化 为 下 三 角形 行列 式 , 设 为 











万 0 
Di =|: =D…P，， 
Pi “”” k 
对 刀 作 运 算 ,+Ac ,把 D 化 为 下 三 角形 行列 式 , 设 为 
qii 0 
D=| : =q…9 
0 
于 是 ,对 刀 的 前 大 行 作 运算 m+Am ,再 对 后 于 列 作 运 算 c,+hAc ,把 刀 化 为 下 三 角形 
行列 式 
Pi 
: 0 
历 三 局 双 斥 
在 Ci :看 
Cj 克 站 d 
故 


已 =PN Psg1 gm = 忆 六. 
例 11 计算 2m 阶 行列 式 


号 




















$5 行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 














其 中 未 写 出 的 元 素 为 0. 
解 ”把 D, 中 的 第 2 行 依次 与 第 22-1 行 …… 第 2 行 对 换 ( 作 2n-2 次 相 邻 
两 行 的 对 换 ) ,再 把 第 27 列 依次 与 第 22-1 列 …… 第 2 列 对 换 , 得 








CQ D 0 . 0 
0 0 ua 六 
琅 (1 > 
: Q 1 
CE 
0 -0 QZ 
交 和 汪 二 wCEECESESRS 


根据 例 10 的 结果 ,有 
站 =DD = (ad-pc)D 
以 此 作 递 推 公式 , 即 得 
D2=( ad-bc) Do = 人 ( ad-bc) ”7， =(ad-bc) . 


8$5 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 


一 般 说 来 , 低 阶 行列 式 的 计算 比 高 阶 行列 式 的 计算 要 简便 ,于 是 ,我 们 自然 
地 考虑 用 低 阶 行列 式 来 表示 高 阶 行列 式 的 问题 . 为 此 , 先 引进 余子 式 和 代数 余子 
式 的 概念 . 
在 半 阶 行列 式 中 ,把 (i7 元 mw 所 在 的 第 ; 行 和 第 7 列 划 去 后 , 留 下 来 的 -1 
阶 行列 式 叫做 (i 7) 元 ov 的 余子 式 , 记 作 Wi; 记 
4j= (-1)wMl， 


。 1 。 





sm 


第 1 章 行列 式 





45 叫 做 (7 元 的 代数 余子 式 . 
例如 四 阶 行列 式 


中 (3,2) 元 oa 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 
NM =|ci 5 ii|， 
人 二 
4 =(-1) 1 =-1M 
引 理 ”一 个 阶 行列 式 , 如 果 其 中 第 ; 行 所 有 元 素 除 (zy) 元 ai 外 都 为 零 , 那 
么 这 行列 式 等 于 oj 与 它 的 代数 余子 式 的 乘积 , 即 





刀 =Qi4i 
证 先 证 (7)=(1,1) 的 情形 ,此 时 
ai 0 … 0 
万 - Q21 C2 
Ca Co2 ”CQ 
这 是 例 10 中 当 有 =1L 时 的 特殊 情形 , 按 例 10 的 结论 , 即 有 
刀 =anM， 
叉 
41=(-1) ”Mi=M， 
从 而 
刀 =an4， 
再 证 一 般 情形 ,此 时 
QI11 CT QI 
妨 = 0 CC 0 








Qi 。 Qi re 忆 


为 了 利用 前 面 的 结果 , 把 忆 的 行列 作 如 下 调换 : 把 呈 的 第 : 行 依次 与 第 
-1 行 . 第 i-2 行 …… 笋 1 行 对 换 , 这 样 数 o 就 换 成 (1,7) 元 ,对 换 的 次 数 为 上 1. 


雪 让 本 吕 
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再 把 第 7 列 依次 与 第 广 ! 列 、 第 六 2 列 ……: 第 1 列 对 换 , 这 样 数 o 就 换 成 (1,1) 
元 ,对 换 的 次 数 为 产 1. 总 之 ,经 i++ 六 2 次 对 换 , 把 数 w, 换 成 (1,1) 元 ,所 得 的 行列 
式 站 =(-1)”D=(-1) 7D, 而 六 中 (1,1) 元 的 余子 式 就 是 九 中 (7 元 的 余子 
式 1W 
由 于 疡 的 (1,1) 元 为 ci 第 1 行 其 余 元 素 都 为 0, 利用 前 面 的 结果 ,有 
忆 = 





于 是 
D=(-1) Di=(-1) ay=ay4y 
定理 2 行列 式 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 式 乘积 
之 和 , 即 
已 =ai4i+tap4p+…+an4 (=1,2，……)) 





或 
忆 =auv4yt+azr4a+…+awdy (=1,2，…，). 
Ci1l Qi12 机 Qin 
刀 =|ai+0+ 汪 +0 .0+ap+…+0 0+ +O+G 

Cnl Cn2 Q 
CI 0 ”Qun CI 0 0Qn CU 0 ”CQn 
三 | 总 5 0 0 | 二 | 0 公 呈 介 省 尝 冯 诗人 0 QC 
Ca Co2 ”CQmn Co 0 ”CQm Ca 02 ”CQm 




















根据 引 理 , 即 得 
忆 =ai4+ap4p+…+d4 (=1;2，…) 几 ). 
类 似 地 , 若 按 列 证 明 ,可 得 
D=au4+aar425+…+awdw (了 三 二 522 人 7 证 毕 
这 个 定理 叫做 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 . 利用 这 一 法 则 并 结合 行列 式 的 性 
质 ,可 以 简化 行列 式 的 计算 . 
例 7( 续 ) 用 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 计算 例 7 中 的 行列 式 


。 77 . 











解 ”保留 cs ,把 第 3 行 其 余 元 素 变 为 0, 然 后 按 第 3 行 展开 ， 
5 1 -1 1 




















ci-2c | -11 1 3 -=-] 
c4+G3 人 ] 0 
-3 -5$ 3 0 
1] 1 3 
-(-1)| -11 1 -1 22 -6 2 
-3$ -5$ 0 -5 -3 0 
有 ?| -4 
-3 -5$ -9 
例 12 证 明 范 德 蒙 德 ( Vandermonde ) 行列 式 
1 | 
好 | 
D=|m oo 21= To-z)， (8) 
nzixj>1 
2 








其 中 记号 ” [表示 全 体 同 类 因子 的 乘积 . 
证 ”用 数学 归纳 法 . 因为 


ii 
D. = 


所 以 当 ”=2 时 (8) 式 成 立 . 现在 假设 (8) 式 对 于 ”-1 阶 范 德 蒙 德 行列 式 成 立 ,要 
证 (8) 式 对 半 阶 范 德 蒙 德行 列 式 也 成 立 . 

为 此 ,设法 把 尺 , 降 阶 :从 第 于 行 开始 ,后 行 减 去 前 行 的 x%, 倍 ,有 
[ 1 1 5 1 


0 MX2 一 %1 


(xi 一 Xi ) 》 








Xi1  %2 








万 =| 败 | “2(xa-2i) 





0 zx (xz 一 xi) 


人 


MX3 一 %1 


Xa(X3 一 X1 ) 


=2 
Xa 《5Xa 一 %l ) 





Mn 一 %1 


Xun 一 %1 ) 


-2 
ao (MXn 一 Xi ) 


?9 
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按 第 1 列 展开 ,并 把 每 列 的 公 因 子 (x;-z) ) 提出 ,就 有 


刀 ,=(x -Xi ) (23 一 Xi ) (xx 一 Xi ) 


m-2 有 一 2 mm 一 2 
稳 X3 。 稳 


上 式 右 端的 行列 式 是 -1 阶 范 德 蒙 德行 列 式 , 按 归纳 法 假设 , 它 等 于 所 
有 (xi-x ) 因 子 的 乘积 ,其 中 mi>j>2. 故 
刀 ，= (2x2 一 Xi ) (2 一 X1) …(xX 一 Xi ) [ (wx 


寻 2L>J 二 2 


到 [ (xi 一 和 所) 证 毕 


有 二 1L>J=1 


例 11 和 例 12 都 是 计算 ” 阶 行 列 式 . 计算 ” 阶 行列 式 , 常 要 使 用 数学 归纳 
法 ,不 过 在 比较 简单 的 情形 (如 例 11) ,可 省 略 归纳 法 的 叙述 格式 ,但 归纳 法 的 主 
要 步骤 是 不 可 能 省 略 的 . 这 主要 步骤 是 :导出 递 推 公式 ( 例 11 中 导出 D,, = (cd- 
pc) Do ) 及 检验 mn=1 时 结论 成 立 ( 例 11 中 最 后 用 到 D, =ad-bc). 

下 面 来 推导 行列 式 的 另 一 重要 性 质 ,并 将 它 作为 定理 2 的 推论 . 

设 有 阶 行列 式 D=det(ay) ,我 们 已 得 到 它 的 按 第 7 行 展开 式 

已 =an4i+ap4dp+ 十 Gd 

因 诸 4 (4=1,2,…,m) 都 是 先 划 去 了 了 中 第 7 行 再 经 计算 而 得 ,所 以 当 第 7/ 行 元 
素 依 次 取 为 六 ,六 ,… ,六 时 就 有 


CU Cin 


=| 后 4+042 二 4 2 


人 训 








这 里 妃 表示 除 第 7 行 外 其 余 各 行 均 与 乙 相 同 的 行列 式 . 

特别 , 当 司 ,加 依次 取 为 六 = det(ay) 的 第 守 行 (i 尖 门 各 元 素 时 ,上 式 仍 
成 立 . 但 此 时 因 忆 中 第 7 行 与 第 守 行 两 行 相同 , 故 方 =0, 从 而 有 
aia4ni+aa4p+…+an4dn=0 (1 天 J. 


对 列 作 相仿 的 讨论 可 知 
oO 
: =D4U+b242 二 十 DA- (10 ) 
om Co an am 


。 19 。 











特别 有 
ai4u+aaida+…+aaidw=0 (天 7). 
这 样 得 到 了 下 述 推论 . 
推论 ”行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 
乘积 之 和 等 于 零 . 即 
aia4i+apo4dp+…+an4n=0， 1 天 1 
或 
ai4U+aaida+ +au4wy=0， 天) 


综合 定理 2 及 其 推论 ,有 关于 代数 余子 式 的 重要 性 质 : 
孙 mc[o， 导 3 


| 0 : 当 : 了 7 
或 
当 守 =7 
记 oo 
例 13 设 
3 -5$ 1 
1 1 -3 


-1 3 ] 3 
2 -4 -1 -3 
忆 的 (7 元 的 余子 式 和 代数 余子 式 依次 记 作 My 和 4, 求 
41+4+43+44 及 Mi+HM + + 
解 按 (9) 式 可 知 4+4oa+4as+44 等 于 用 1,1,1,1 代替 忆 的 第 1 行 所 得 的 
行列 式 , 即 
4+42+43+44 














人 Ri 
1 1 0 -ll1 1 0 -5 
2 
2 0 
5 1 
现 | 
三 2 2 =4 
0 2| 
人 1 





按 (10) 式 可 知 
Mi + HHMa+M4 =41 -42+43 44 


人 




















1 -5 人 1 ] 三 9 1 
-1 1 0 -5|n+n |-1 1 0 -5$ 
3 1 3 |131 3 
-1 -4 -1 -3 0 -1 0 0 
1 2 ] 一 1 -5$ 
| 
| 3 到 可 3 
习 题 一 
1.， 利用 对 角 线 法 则 计算 下 列 三 阶 行列 式 : 
和 冯 “人 a be 
(1) 1 -4 -1|; (2) | ce al|i; 
-1 8 3 c ab 
1 1 1 万 y X 十 》 
(3) | bej (4) | y x+y 
Ce XAY 区 7 








2. 按 自然 数 从 小 到 大 为 标准 次 序 , 求 下 列 各 排列 的 逆序 数 : 


(1) 1234; (2) 4132 ; 
(3) 3421 ; (4) 2413 ; 
(5$) 13…(2m-1)24…(27) ; (6) 13…(2n-1)(27) (27-2)…2. 


3 写 出 四 阶 行列 式 中 含有 因子 ca 的 项 . 








4. 计算 下 列 各 行列 式 : 
4 1 4 2 1 4 1 
1 20 六 < 
《1) ; 〈2) ; 
107 一 本 20 1 2 
0 1 1 7 3 .0 0- 运 
-ab ac ae 1 1 1 
(3) bd -cd deli (4) Q@ C |; 
O cf -ef p+cC  c+a  a+b 
Q 1 0 0 1] 2 3 4 
-1 0 1 0 1] 3 4 1 
〈5) 〈6) 
0 =1 付 ” 浊 1 渤 : 澡 
0 0 -1 d 3 
5 求解 下 列 方程 ; 


2 
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本 
X+1] 2 一 1 
X QQ bc 
(CN) | 2 xs1 1T=0; (人 
元 0 
=-] 1 XY 二 1 


其 中 o,b，,c 互 不 相等 . 
6. 证 明 : 





ab 
(1) |2ac oa+b 20 =(a-Db) ; 
1 1 1 


QXY+bY 。 QYy+bz az+DxX 次 六 沁 
(2) | ay+bz az+bx ax+by|=(@+ 记 ) |y7 了 
az+bX  QX+DY 2Y 二 bz 2 0 


2 


ao (a+l)” (ea+2)2” (aa+3)” 
电 (51)2 (b+2)2 (043)? 





《3 ) 2 2 2 2 | 一 
C (c+1l) (c+2) (c+3) 
妨 (d+1)” (d+2) 2” (d+3) 
1 1 1 于 
Ca pc da 
4) 训 
本 
=(a-b)(a-c)(a-d)(b-c)(p-d)(c-d)(a+p+c+d) ; 
X 一 ! 0 0 
0 X 一 1 0 5 
(5) 0 三 G3 和 Xi +aaX 十 QIY 十 Q0. 
00 0 0 903 


7. 设 阶 行列 式 D=det(o) ,把 刀 上 下 翻转 、 或 着 时 针 旋 转 90"、 或 依 副 对 角 线 翻转 , 依 
次 得 


CC ”Cn 2 QZ“ ”01 


mn-1) 


证 明 Di =D,=(-1) 于 D，D,=D. 
8. 计算 下 列 各 行列 式 ( 忆 为 天 阶 行列 式 ) ; 





Q 1 


(1) 忆 , = 攻 ,其 中 对 角 线 上 元 素 都 是 ,未 写 出 的 元 素 都 是 0; 


0 

















和 
(2) 也 ,= 
Q 
oa 
2 
(3) D, = 
Q 
1 
Qn 
(4) 忆 = 
5 
1+al 
Q 
(5) D,=| ， 
Q 


及 


用 


Q@ Q 
Q 
@ 和 
(a-1) 
(a-1) 
Q-1 
1 
0 
三 芒 
91 1 
1+a2， 02 
Q +aw 


(6) 刀 ,=det(o) ,其 中 必 =1-1; 





1+ai 
1 
《7) 户 .= 
1 
3 
9. 设 刀 = 
] 


1 


1 +a2 


1 
1 


1+a， 


-3 


(aqa-m) 
5 
,提示 :利用 范 德 蒙 德行 列 式 的 结果 ; 

Q@ 一 必 

1 
久 

,其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 0; 
d 





下 


,其 中 aa pa, 天 0. 





1|， 忆 的 (7 元 的 代数 余子 式 记 作 4 , 求 


4 +34，-243+24，. 


六 于 这 











第 2 章 和 矩阵 及 其 运算 


$1 线性 方程 组 和 和 抑 阵 


一 、 线 性 方程 组 


设 有 个 未 知 数 严 个 方程 的 线性 方程 组 
CH11Xi 二 QiX2 二 +Ci Xi 


CQ21X1 二 Q22X2 十 … 十 QanXn 二 0 ， 


(1) 


CniX1 二 Qna2%a2 二 十 QnnXn 二 On， 


其 中 oj 是 第 守 个 方程 的 第 7 个 未 知 数 的 系数 ,4 是 第 守 个 方程 的 常数 项 ,i= 1， 

2，371=1)2， 当 稼 数 项 让 ,加 不 全 为 零 时 ,线性 方程 组 (1) 叫做 

元 非 齐 次 线性 方程 组 ,当局 , 包 ，… ,全 为 零 时 ,(1) 式 成 为 
Qil%1+Qi2X5 二 二 CiX 0， 


Q2lX1+Q2a2X2 十 … 十 QanXn 二 0， 


《2) 


Cj1XIi+QoX2+…+CX =0， 
叫做 ”元 齐 次 线性 方程 组 . 
! 元 线性 方程 组 往往 简称 为 线性 方程 组 或 方程 组 . 
对 于 守 元 齐 次 线性 方程 组 (2) ,zx =x =…=x=0 一 定 是 它 的 解 ,这 个 解 叫 
做 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 零 解 . 如 果 一 组 不 多 为 零 的 数 是 (2) 的 解 , 则 它 叫 做 齐 
次 线性 方程 组 (2) 的 非 零 解 . 齐 次 线性 方程 组 (2) 一 定 有 零 解 ,但 不 一 定 有 非 
零 解 


例如 
X-yYy=0， XiS05 
X-y=0， 
人 @) /x+y=1，@@ ,2x,-2x, =0， 
X+Yy=2; 
X+Y=2; 3x,-3x, =0 








5 








S$1 线性 方程 组 和 和 天 阵 





就 是 三 个 二 元 线性 方程 组 ,并 且 四 是 齐 次 方程 组 . 
1 -=-! 
下 面 讨论 这 三 个 方程 组 的 解 . 方程 组 四: 因 其 系数 行列 式 忆 = 和 = 


知 其 有 惟一 解 x=y=1; 方 程 组 @: 显 然 不 存在 数 x 和 yy 使 *+ty=1 和 x*+y=2 同时 
成 立 , 故 方程 组 @ 无 解 ;方程 组 四 : 设 * 为 任 一 数 ,那么 xi =x =s 是 @ 的 解 ,从 而 
方程 组 @ 有 无 限 多 个 解 ， 

这 样 看 来 ,对 于 线性 方程 组 需要 讨论 以 下 问题 :(1) 它 是 否 有 解 ? (2) 在 有 
解 时 它 的 解 是 否 惟一 ? (3) 如 果 有 多 个 解 ,如 何 求 出 它 的 所 有 解 ? 

要 强调 的 是 ,对 于 线性 方程 组 (1) 上 述 诸 问题 的 答案 完全 取决 于 它 的 浆 xm 
个 系数 w (=1,2， ,mm357=1,2, ,2) 和 右 端的 常数 项 总 ,2 所 构成 的 
枚 行 2+1l 列 的 矩形 数 表 : 


al 0 … an pb 
aa am ad 0 
aol ao am On， 


这 里 横 排 称 为 行 , 坚 排 称 为 列 ; 而 对 于 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 相应 问题 的 答案 也 
完全 取决 于 它 的 严 x 个 系数 oj (=1,2, pm37=1,2, 1) 所 构成 的 到 行 画 
列 的 矩形 数 表 : 


CI Qi Qi 
C21  Q22 Q2 
Qnl  Qn2 Cnmn 


由 此 我 们 来 引入 矩阵 的 概念 . 
二 、 和 矩阵 的 定义 


定义 1 由 严 xz 个 数 m (=12 pm57=1,2, 和) 排 成 的 严 行 二 列 的 数 


QT 1 
0 0 
Qnl  Qn2 @nn 


全 总 
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称 为 严 行 对 列 敌阵 ,简称 严 xz 和 矩阵 . 为 表示 它 是 一 个 整体 ,总 是 加 一 个 括 弧 ,并 用 
大 写 黑体 字母 表示 它 , 记 作 


Qi 01 Q1 
Q Q Q 
21 22 2 
= 
Q Q@ Q 


有 1 7 六 2 


这 首 xz 个 数 称 为 矩阵 4 的 元 素 ,简称 为 元 , 数 ww 位 于 矩阵 4 的 第 : 行 第 7 列 , 称 
为 矩阵 4 的 (人 写 7 元. 以 数 wo 为 ( 六 7 元 的 矩阵 可 简 记 作 (o ) 或 (ay ) 
mx7 和 矩阵 4 也 记 作 4 

元 素 是 实数 的 矩阵 称 为 实 矩 阵 ,元 素 是 复数 的 矩阵 称 为 复 矩 阵 ,本 书 中 的 和 矩 
阵 除 特别 说 明 外 ,都 指 实 抢 阵 . 

行 数 与 列 数 都 等 于 的 矩阵 称 为 ” 阶 和 矩阵 或 阶 方 阵 .z 阶 和 矩阵 4 也 记 
作 4,. 

只 有 一 行 的 矩阵 





4=(ala…a) 
称 为 行 矩 阵 ,又 称 行 向 量 . 为 避免 元 素 间 的 混淆 , 行 矩 阵 也 记 作 
4=(al,a，…，a，). 


只 有 一 列 的 矩阵 


称 为 列 和 矩阵 ,又 称 列 向 量 . 
两 个 矩阵 的 行 数 相等 、 列 数 也 相等 时 ,就 称 它 们 是 同型 矩阵 . 如 果 4=(o) 
与 吾 =( 中 ) 是 同型 矩阵 ,并 且 它 们 的 对 应 元 素 相 等 , 即 
ay= 罗 (Ci=1,2，m3J=1,2， 1)， 
那么 就 称 失 阵 4 与 矩阵 下 相等 , 记 作 
4 = 马 . 
元 素 都 是 零 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 , 记 作 0. 注意 不 同型 的 零 矩 阵 是 不 同 的 . 
例 1 对 于 非 齐 次 线性 方程 组 
CI11XI 二 Qi2X2 十 十 CQ X 三 D， 
C21X1 十 Q22X2 十 二 02 MX =0， 
《1) 


Ci1XI 二 +Q 2X2 二 +CX = 六 ， 


。20 。 


$1 线性 方程 组 和 德 阵 





有 如 下 几 个 有 用 的 矩阵 : 
1 Di au ca … an 
次 二 人 5 X2 记 三 D， 及 =- al az … an 0b02 
1 
MXn Oo Qnl CQn2 Qnm w 


其 中 4 称 为 系数 托 阵 ,z 称 为 未 知 数 和 矩阵 ,2 称 为 常数 项 矩阵 ,如 称 为 增 广 矩 阵 . 
和 矩阵 的 应 用 非常 广泛 ,下面 再 举 几 例 . 
例 2 某 广 向 三 个 商店 (编号 1,2,3) 发送 四 种 产品 (编号 I, 工 , 亚 ,T ) 的 
数量 可 列 成 矩阵 


_ 品 
1 CI 0 03 014 
4=2 a21 0Q2 03 Q24 |， 
3 23 03 033 034 


其 中 为 工厂 向 第 守 家 商店 发 送 第 7 种 产品 的 数量 . 
这 四 种 产品 的 单价 及 单 件 质量 也 可 列 成 矩阵 
产品 单价 单 件 质量 


[ On 2 
工 0 0 
媚 = 
亚 05 0 
IV 0 0 
其 中 如 为 第 工 种 产品 的 单价 ,2 为 第 ;种 产品 的 单 件 质量 . CD (9 


例 3 四 个 城市 间 的 单 向 航线 如 图 2. 1 所 示 . 若 令 
fl, 从 之 市 到 7 市 有 1 条 单 向 航线 ， 

RE 

则 图 2. 1 可 用 矩阵 表示 为 (2 3) 


名 -全 


4=(ai)= 


〇 一 口 一 
二 局 己 一 


1 

0 

| 
] 0 
一 般 地 ,若干 个 点 之 间 的 单 向 通道 都 可 用 这 样 的 矩阵 表示 . 


例 4 个 变量 zz 与 下 个 变量 几 ,加 ,yn 之 间 的 关系 式 


3 
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yi =QIXI 二 Qi2X2 十 "十 QinXn， 


ya 三 Q21X1 十 Q22X%2 十 十 Q2nX (3) 
yn 三 QnlXI 十 Qn2MX2 十 "十 QnnMXn 
表示 一 个 从 变量 xi ,xm ，…,x， 到 变量 y ,7 ，…,yn 的 线性 变换 ,其 中 wy 为 常数 . 
线性 变换 (3 ) 的 系数 ww 构 成 矩阵 4=(oy) wx 
给 定 了 线性 变换 (3) , 它 的 系数 所 构成 的 矩阵 ( 称 为 系数 和 矩阵) 也 就 确定 . 反 
之 ,如 果 给 出 一 个 矩阵 作为 线性 变换 的 系数 矩阵 , 则 线性 变换 也 就 确定 . 在 这 个 
意义 上 ,线性 变换 和 和 托 阵 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 . 


例如 线性 变换 
Ji = 和 AliXi， 
ya = 和 A2zX?， 
7 三 信和 
对 应 阶 方 阵 
罗 0 
0 2 0 
4= 。 


0 0 es。 和， 

这 个 方 阵 的 特点 是 :从 左上 角 到 右 下 角 的 直线 (叫做 对 阴线) 以 外 的 元 素 都 

是 0. 这 种 方 阵 称 为 对 角 算 阵 ,简称 对 角 阵 . 对 角 阵 也 记 作 
人 =diag(A，A，，…,A，) ; 

特别 当 Ai =A; =…=A,=1 时 的 线性 变换 叫做 便 等 变 换 , 它 对 应 的 阶 方 阵 
] 0 ee 0 
0 0 se 1 
叫做 半 阶 单位 矩阵 ,简称 单位 阵 . 这 个 方 阵 的 特点 是 :对 角 线 上 的 元 素 都 是 1 ,其 
他 元 素 都 是 0. 即 单位 阵 已 的 (i) 元 为 

| , 当 :， 


贞 


党 为 导 
, 当 工 天 7 





由 于 和 珑 阵 和 线性 变换 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 ,因此 可 以 利用 怎 阵 来 研究 
线性 变换 ,也 可 以 利用 线性 变换 来 解释 矩阵 的 含义 . 


5 





S$2 矩阵 的 运算 





]， 刘 
例如 矩阵 | gj 所 对 应 的 线性 变换 
| =0 
可 看 作 是 xOy 平面 上 把 向 量 08= 人 变换 为 向 量 OP'=| ,| -(]] 的 变换 (或 看 作 
把 点 已 变 换 为 点 已 的 变换 ,参看 图 2. 2) ,由 于 向 量 05 是 向 量 下 在 * 轴 上 的 投 
影 向 量 ( 即 点 已 是 点 己 在 * 轴 上 的 投影 ) ,因此 这 是 一 个 投影 变换 . 








yi =XSsin D+Yycos 0 


下 =XYcos D-YySin oO， 


把 xOy 平面 上 的 向 量 08=| ,| 变换 为 向 量 Om=| ,| . 设 05 的 长 度 为 r, 征 角 为 9， 
即 设 x=rcos 0,y=rsin 9, 那么 

xi=r(cos pcos 0-sin psin 0)= rcos(0+o ) ， 

yi =r(sin pcos 0+cos psin 0)= rsin(0+Pp) ， 
表明 OP 的 长 度 为 r 而 辐 角 为 b+p. 因此 ,这 是 把 向 量 0 ( 依 送 时 针 方向 ) 旋 转 9 
角 ( 即 把 点 已 以 原点 为 中 心 首 时 针 旋 转 p 角 ) 的 旋转 变换 (参看 图 2. 3 ). 


$2 矩阵 的 运算 


一 、 和 矩阵 的 加 法 


定义 2 设 有 两 个 闫 xz 和 窍 阵 4=(o) 和 召 =( 节 ) ,那么 矩阵 4 与 互 的 和 记 


二 





第 2 章 和 矩阵 及 其 运算 





作 4+3, 规 定 为 
QU +D in ap+ba … Cin+bin 
CQ2i+02i az+b an+b2 
4+ 厂 = 
0 二 的 人 的 交 人 


应 该 注意 ,只 有 当 两 个 矩阵 是 同型 矩阵 时 ,这 两 个 矩阵 才能 进行 加 法 运算 . 
和 矩阵 加 法 满足 下 列 运算 规律 ( 设 4, 刀 ,C 都 是 普 xz 和 矩阵 ) : 

(i) 4+ 盏 = 刀 +4; 

(ii) (4+ 有 )+C=4+(B+HC)， 

设 矩阵 4=(o,) , 记 


-4=(-ay) ? 
-4 称 为 矩阵 4 的 负 和 矩阵 ,显然 有 
4+(-4)=O0， 
由 此 规定 矩阵 的 减法 为 
4- 有 =4+(- 忆 ). 
二 、 数 与 矩阵 相 乘 
定义 3 数 和 与 矩阵 4 的 乘积 记 作 A4 或 4A ,规定 为 
AQ Ada …  Aan 
Ada Adam Ada 
人 A4=4A= 
人 0“ 克 @ 


数 乘 矩 阵 满足 下 列 运 算 规律 ( 设 4、B 为 柬 xz 矩阵 ,A、 人 为数) : 
(Ci) (AN)4=A(CUA4) ; 

(ii) (A+u)4=A4+U4I 

(iii) A(4+ 互 )= 和 4+A 太 . 

和 矩阵 加 法 与 数 乘 矩 阵 统称 为 矩阵 的 线性 运算 . 


三 、 和 矩阵 与 矩阵 相 乘 


设 有 两 个 线性 变换 


。30 ， 








$2 ， 德 阵 的 运算 





) 三 QIXI 二 Qi2X2 十 Qi3X3 ， 
| (4) 
》2 三 Q21X1 十 Q22X2 十 Q23X3 ， 
Xi 三 DT+Diat， 
X2 三 01 访 二 Dot ， (5 ) 
X3 三 03531003at ， 
若 想 求 出 从 广 罗 到 y ,y 的 线性 变换 ,可 将 (5) 代 入 (4) , 便 得 
| =(aubi+aiapoi +Qia03i) +(Giibia+aiaboa+Qaba ) 太 ， 06) 


思 2 =(aai0i +Q22021 +Qa3031 ) 让 +(Qaai0i2+Q2a022 十 023032 ) 世 ， 
线性 变换 (6 ) 可 看 成 是 先 作 线性 变换 (5 ) 再 作 线 性 变换 (4) 的 结果 . 我 们 把 
线性 变换 (6) 叫 做 线性 变换 (4) 与 (5 ) 的 乘积 ,相应 地 把 (6) 所 对 应 的 矩阵 定义 
为 (4) 与 (5) 所 对 应 的 抢 阵 的 乘积 , 即 








bn Da 
CI 0 Qi13 CI1DN 十 Qia202i 十 Qi303i Qiip0i2+Qiabaa 二 Qi3b32 
ea 
CQ21 0Q22 0Q23 CQ21011 十 Qaa0ai 十 Q23 3 Q210i2 +Q22022 十 023 3 

31 32 


一 般 地 ,我 们 有 
定义 4 设 4=(oi) 是 一 个 7XS 和 矩阵 ,如 = (0) 是 一 个 SX7 矩阵 ,那么 规定 矩 
0 


CQ 0U+QDba 二 +QnOw 二 到 Qi 
1 


(=1,2，…,mmiJ=1,2，…) 有 ) ， (7) 
并 把 此 乘积 记 作 
C =4 刀 . 
按 此 定义 ,一 个 1xs 行 矩 阵 与 一 个 sxl 列 矩阵 的 乘积 是 一 个 工 阶 方 阵 , 也 就 
是 一 个 数 


3 
二 Qil OU+Qpbai 十 +Qisps 全 2 Qi 三 Cr， 
811 


0 
05 
由 此 表明 乘积 矩阵 4B=C 的 (iD 站 元 % 就 是 4 的 第 守 行 与 如 的 第 7 列 的 乘积 . 
必须 注意 :只 有 当 第 一 个 矩阵 ( 左 和 矩阵 ) 的 列 数 等 于 第 二 个 矩阵 ( 右 和 矩阵 ) 的 
行 数 时 ,两 个 和 矩阵 才能 相 乘 ， 
例 5 求 矩 阵 
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2 1 
0 3 与 互 =-| 

3 
1 4 


-1 


忆 所 王 局 


的 乘积 48B. 
解 ”因为 4 是 3x4 和 矩阵 , 召 是 4x2 和 抢 阵 ,4 的 列 数 等 于 如 的 行 数 ,所 以 敌阵 
4 与 互 可 以 相 乘 , 其 乘积 4 下 =C 是 一 个 3x2 矩阵. 按 公 式 (7) 有 


1 2 
4 -1 2 1 
0 1 
C =4 嘱 =| 1 1 .0.3 
3 20 
0 3 1 4 
-1 2 
4x1l1+(-1)x0+2x3+1x(-1) 4x2+(-1)xl+2x0+1x2 
=| 1xli+l1x0+0x3+3x(=-1) 1x2+1x1l+0Ox0+3x2 
0xl+3x0+1x3+4x(-1) 0x2+3xl+1x0O+4x2 
9 9 
=| -2 9 
-于 
例 6 求 矩 阵 
-2 14 2 4 
4= 与 及 = 
1 -2 -3 -6 
的 乘积 4 有 B 及 B4. 


解 ” 按 公式 (7) ,有 


-2 4 /2 4 /1-16 -32 
4 双 = 委 : 
可 本 号 8 首 
2 4 1/-2 4 /0 0 
B4 = = 
[3 册 1 上 j] 

在 例 5 中 ,4 是 3x4 拢 阵 , 刀 是 4x2 和 矩阵 ,乘积 4B8 有 意义 而 B4 却 没有 意 
义 . 由 此 可 知 ,在 矩阵 的 乘法 中 必须 注意 矩阵 相 乘 的 顺序 .4 是 4 左 乘 妃 〈 妃 
被 4 左 乘 ) 的 乘积 ,B4 是 4 右 乘 妃 的 乘积 ,4B3 有 意义 时 ,B4 可 能 没有 意义 . 又 
车 4 是 mx 和 抢 阵 , 是 mx 和 矩阵 , 则 4 与 B4 都 有 意义 ,但 4 是 闫 阶 方 阵 ， 
B4 是 阶 方 阵 , 当 闫 产 时 4 关 B4. 即 使 普 =n, 即 4 加 是 同 阶 方 阵 , 如 例 6,4 
与 召 都 是 2 阶 方 阵 ,从 而 4 与 了 B4 也 都 是 2 阶 方 阵 , 但 4 与 B4 仍然 可 以 不 相 


让 全 
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等 . 总 之 ,和 矩阵 的 乘法 不 满足 交换 律 , 即 在 一 般 情 形 下 ,4 五 夭 BA4. 

对 于 两 个 半 阶 方 阵 4 8, 若 4B=B4, 则 称 方 阵 4 与 下 是 可 交换 的 . 

例 6 还 表明 ,矩阵 4 关 0O,B 关 0O, 但 却 有 B4 =O0. 这 就 提醒 读者 要 特别 注意 : 
若 有 两 个 矩阵 4 了 满足 4B=O, 不 能 得 出 4=O 或 了 =O 的 结论 ; 若 4 关 O 而 
4(X-7Y)= O ,也 不 能 得 出 天 = 工 的 结论 . 

和 矩阵 的 乘法 虽 不 满足 交换 律 ,但 仍 满足 下 列 结合 律 和 分 配 律 (假设 运算 都 
是 可 行 的 ) : 

(i) (4B)C=4(BC) ; 

(Ca) A(4B)=(A4)B=4(AB) (其 中 为数) ; 

(ii) 4(H+C)=4B+4C,(BHC)4=BD4+C4. 

对 于 单位 矩阵 瑟 , 容 易 验 证 

五 ,4 =4 4 瑟 ,=4 


7IXPE 9 取 X 用 用 站 XPL ?9 





或 简写 成 
E4 =4 万 =4. 
可 见 单位 矩阵 至 在 矩阵 乘法 中 的 作用 类 似 于 数 1. 
和 矩阵 
和 
和 


入 
称 为 纯 量 阵 . 由 (A 歼 )4=A4,4(A 五 )=A4 ,可 知 纯 量 阵 》 五 与 矩阵 4 的 乘积 等 于 
数 A 与 4 的 乘积 . 当 4 为 叶 阶 方 阵 时 ,有 
(五 , )4 ,=A4 ,=4,(A 五 ) ， 
表明 纯 量 阵 和 五 与 任何 同 阶 方 阵 都 是 可 交换 的 . 
有 了 和 拖 阵 的 乘法 ,就 可 以 定义 憩 阵 的 震 . 设 4 是 于 阶 方 阵 , 定 义 
4 =4，42=4 4 ，…，42=4441， 
其 中 民 为 正 整数 ,这 就 是 说 ,4 就 是 上 个 4 连 乘 . 显然 只 有 方 阵 的 宕 才 有 意义 . 
由 于 矩阵 乘法 适合 结合 律 ,所 以 矩阵 的 寡 满 足以 下 运算 规律 : 
442=42 (4 4 
其 中 上 .为 正 整 数 . 又 因 和 矩阵 乘法 一 般 不 满足 交换 律 ,所 以 对 于 两 个 于 阶 矩 阵 4 
与 如 ,一 般 说 来 (4 瑟 ) 关 4 吾 ,只 有 当 4 与 下 可 交换 时 , 才 有 (4 下 ) =4'B 类 似 
可 知 , 例 如 (4+B) =4 +24 有 + (4- 瑟 )(4+ 有 )=42- 玉 等 公式 ,也 只 有 当 4 
与 召 可 交换 时 才 成 立 . 
矩阵 的 乘法 有 着 多 方面 的 应 用 ,下 面 举 两 个 例子 . 


过 





和 


第 2 章 天 阵 及 其 运算 





例 2( 续 ) 前 已 得 到 两 个 矩阵 : 


站 产品 
TI I 区 产品 单价 ” 单 件 质量 
1 fa Q@ Q Q T 0 四 
11 到 13 T4 
4= 21|a aq a3 0a24 和 了 = ， 
3 CQ3l Ca 0233 2034 交 
IV 2 0 


41 
记 C=4 呈 :那么 
cl=ailpbi+aop+aapbo+aaDA 
是 该 厂 向 第 家 商店 所 发 产品 的 总 价 (z=1,2,3) ; 
cp=ailpb2+apopo+aapDo+aaD 


是 该 厂 向 第 家 商店 所 发 产品 的 总 质量 (i=1,2,3) ,因此 可 形象 地 写 为 





T[ LI 开 单价 单 件 质量 
1 fa CQ Q CQ 和 2 
11 12 13 14 
三 汪 记 E2 | 0 0 -0 下 
二 证 冲 加 区 了 则 2 攻 
2 VL 2b 
总 价 总 质量 
1 Cl Cl12 
三 学 忆 坟 C25 
31 3 3x2 
1 11 
进一步 ,如 果 刀 =| ] 汪 
0 2 
Cl11 Cl12 
a-DC4B)=DC-| 。 | ce -人 W 
0 二 1 7， 
C31 Ca32 


那么 Au 和 /分 别 是 该 厂 向 三 个 商店 发 出 产品 的 总 价 和 总 质量 ,Pr 和 j> 分 别 是 
第 3 家 商店 超出 第 2 家 商店 的 价款 和 质量 . 
例 7 上 和 节 例 1 中 半 元 线性 方程 组 (1) 


CHX1+TQi2X2 十 … 十 QinXn 二 六， 


aQ21X1+Q22X2 十 … 十 0 X 一 0 ， 


CniXiTGnaX2 十 … 十 QnnXn 二 On， 


交 这 汪 
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利用 矩阵 乘法 可 写成 矩阵 形式 
人 xnaxi = 六 xi， (1 ) 
1 oO 

其 中 4=(w ) 为 系数 矩阵 ,z=| ”| 为 未 知 数 矩 阵 ,=| ”| 为 常数 项 矩阵 . 特别 
类 D， 

当 玉 =0 时 得 到 mm 个 方程 的 上 元 齐 次 线性 方程 组 的 抢 阵 形式 
太 naxi =0,.. 


又 ,上 节 例 4 中 的 线性 变换 
yi 三 QIXI+QGi2X2 十 "十 QinXn， 


ya2 =Q2i1X1 二 Q22X%2 十 "十 QanXn， 


(3 ) 
7y =CIXI+Qn2X2 十 十 QnnXn 
利用 和 矩阵 的 乘法 ,可 记 作 
?了 =4x， (3 ) 
其 中 
1 》1 
2 2 
4=(ai)，z= ?了 =| . 
和 六 


这 里 , 列 向 量 ( 列 和 矩阵 )x 表示 半 个 变量 x ,*，…,xz, 列 向 量 》 表 示 闷 个 变 
量 y ,> ，…,yn 线性 变换 (3") 把 x 变 成 7?, 相 当 于 用 矩阵 4 去 左 乘 x 得 到 ) 


例如 ,由 2.1 节 可 知 ,用 印 阵 4= 人 | 左 乘 向 量 5= ?| ,相当 于 


把 向 量 0 态 按 首 时 针 方 向 旋转 p 角 ( 参 看 图 2.3). 进 一 步 还 可 推 知 ,用 4"= 


ee | 堪 乘 向 量 [ 耻 ,相当 于 把 向 量 5E 按 逆 时 针 方 向 旋转 个 p 角 ， 


cos PPp 一 Sin 7 


即 旋转 np 角 , 而 旋转 np 角 的 变换 所 对 应 的 垂 阵 为 | | , 亦 即 成 立 


Sin 0D Cos mp 


于 


的 P 一 Sin 全 7PP 一 Slimn 站 


Sin PD cos 0p Sin mpD Cos mp 


宛 汪 全 
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上 式 也 可 以 按 矩 阵 震 的 定义 来 证 明 ， 
四 、 纸 阵 的 转 置 


定义 5 把 矩阵 4 的 行 换 成 同 序数 的 列 得 到 一 个 新 矩阵 ,叫做 4 的 转 置 矩 


阵 , 记 作 4 
例如 抢 阵 
1 2 0 
4=|3 | 
的 转 置 和 矩阵 为 
1 3 
47I=|2 -1 
0 1 








和 矩阵 的 转 置 也 是 一 种 运算 ,满足 下 述 运算 规律 (假设 运算 都 是 可 行 的 ) : 

(i) (4 ) =4; 

(ii) (4+ 刀 ) =47+ 有 7 

(iii) (A4)7=A47; 

(iv) (4) = 邢 I47. 

这 里 仅 证 明 (iv). 设 4=(o)w =( 与 )。, 记 4B=C=(c) BT47=DD= 
(di ) wm: 于 是 按 公式 (7) ,有 


c 一 Cikeo， 
而 媚 ” 的 第 1 行为 (bi 0 ,4 的 第 7 列 为 (oh 办 ,o) ,因此 


di = 六 0 二 > Qi 
基 志 了 上 =1 
所 以 
人 


呈 用 


即 刀 =C” , 亦 即 
已 24 =(4 妃 ) 7 证 毕 
例 8 已 知 


求 (4 五) 


5 
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所 以 


解法 2 


于 汉 2 1 
(4B) "=B747=| 7 2 中 3 
= 3- 卫 八 = 2 

设 4 为 于 阶 方 阵 , 如 果 满 足 4 =4，, 即 

0j=oi (7J=1,2，…)， 

那么 4 称 为 对 称 和 矩阵 ,简称 对 称 阵 . 对 称 矩 阵 的 特点 是 : 它 的 元 素 以 对 角 线 为 对 
称 轴 对 应 相等 . 

例 9 设 列 矩 阵 下 =(z xz) 满足 下 和 =1, 巨 为 于 阶 单位 矩阵 , 瓦 = 
羽 -2XX" ,证 明 瓦 是 对 称 和 矩阵 , 且 五 如 = 已 

证 明 前 先 提 醒 读者 注意 :和 XXX=z+z+…+xz 是 一 阶 方 阵 , 也 就 是 一 个 数 ,而 
XX"” 是 阶 方 阵 . 

证 ”因为 








再 [= (万 -2XXT ) = 五 -2(XX ) = 已 -2XX = 古 ， 
所 以 瑟 是 对 称 和 矩阵 ， 
殖 瑞 7 = 再 = (已 -2XXT) = 瓦 -4 居于 +4( 居 ) ( 夺 ) 
= 已-4 慰 轴 7 +4 丰 (在 大) 大 一 瓦 -4 不 大 +4 天 大 = 五. 


五 、 方 阵 的 行列 式 


定义 6 由 守 阶 方 阵 4 的 元 素 所 构成 的 行列 式 ( 各 元 素 的 位 置 不 变 ) , 称 为 
方 阵 4 的 行列 式 , 记 作 det 4 或 14 |. 

应 该 注意 , 方 阵 与 行列 式 是 两 个 不 同 的 概念 ,nm 阶 方 阵 是 普 个 数 按 一 定 方 
式 排 成 的 数 表 ,而 半 阶 行列 式 则 是 这 些 数 ( 也 就 是 数 表 4 ) 按 一 定 的 运算 法 则 所 
确定 的 一 个 数 . 

由 4 确定 |4| 的 这 个 运算 满足 下 述 运算 规律 ( 设 4 .B 为 上 阶 方 阵 ,A 为 数 ) : 


人 73 























剖 ! 








算 
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(GD 14 1=141 (行列 式 性 质 1) ; 

(ii) |A4|=A"141; 

(ii) |4|=|41| 瑟 |， 

我 们 仅 证 明 ( 让 ) , 且 仅 就 上 =2 的 情形 写 出 证 明 ,mn=3 的 情形 类 似 可 证 . 设 
4=(oai) ,如 =(o). 记 四 阶 行列 式 


al an 0 0 
让 ac ao 0 0 4 0 
和 


0 -1 Da 0 
由 第 1 章 例 10 可 知 忆 = |4| | 如 |. 今 在 刀 中 以 妇 乘 第 1 列 ,名 乘 第 2 列 都 加 到 第 





3 列 上 ;再 以 总 乘 第 1 列 , 轧 乘 第 2 列 都 加 到 第 4 列 上 , 即 

al aa alipi+aap 0 

ct+bilcl+bic |ai aa aipii+aop 0 
-1 0 0 Di， 
0 =-1 0 0 
0 ap ab)+appb QibD+anD 

c4+biacl+bzac | al 022 Coil0ii+a2zb aolpDi+ab 4 大 
-1 0 0 0 -已 o|， 
0 -1 0 0 





其 中 二 阶 和 矩阵 下 =(x) , 因 x=anby+aab ,由 公式 (7) 知 天 =48. 再 对 上 式 最 后 


天 


一 个 行列 式 作 两 次 行 对 换 :m+*m ,me*m ,得 





D-(-D:|- 2|=(C-D021-81xI=(-D5X-D21xl=lxl=laal 
于 是 
1481=|4|1|B1. 证 毕 
由 ( 寺 ) 可知, 对 于 阶 矩 阵 4. 妊 ,一般 来 说 4 娓 关 B4 ,但 总 有 
14 号 |= |B4 1|. 
例 10 行列 式 |4| 的 各 个 元 素 的 代数 余子 式 4 所 构成 的 如 下 的 矩阵 
才 放 - 动 寺 国 


4i2 422 1 4 


4 4 … 4 
称 为 矩阵 4 的 伴随 矩阵 ,简称 伴随 阵 . 试 证 


< 
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44 =474=14| 已 
证 设 4=(a), 记 44 ”=()，, 则 


本 14|1， 7=) ， 
05=Ca4di+ap4dp+ +Qn4hn= 0 ， 1 天] ， 
故 
14| 
14 
人 = |4 | 五 . 
141| 
类 似 有 
4 ”4 一 14 | 五 . 
8$3 首 和 矩 阵 


一 、 逆 矩阵 的 定义 、 性 质 和 求法 


在 数 的 乘法 中 ,对 不 等 于 零 的 数 o 总 存在 惟一 的 数 思 ,使 w=ba=1, 此 数 
即 是 的 倒数 , 即 5= 二 =a-. 利用 倒数 , 数 的 除法 可 转化 为 乘积 的 形式 :zsa= 


xx . 工 -v .ao- ,这 里 azx0. 把 这 一 思想 应 用 到 矩阵 的 运算 中 ,并 注意 到 单位 矩阵 


已 在 矩阵 的 乘法 中 的 作用 与 数 1 类似 ,由 此 我 们 引入 逆 和 矩阵 的 定义 . 
定义 7 对 于 并 阶 和 矩阵 4, 如 果 有 一 个 半 阶 矩阵 召 , 使 


4 刀 =B4 = 万 ， 
则 说 矩阵 4 是 可 逆 的 ,并 把 矩阵 互 称 为 4 的 逆 扫 阵 ,简称 逆 阵 . 





如 果 和 抢 阵 4 是 可 逆 的 ,那么 4 的 道 和 矩阵 是 惟一 的 . 这 是 因为 : 若 妃 、C 都 是 4 

的 逆 和 矩阵 , 则 有 
娓 =BP=BF(4C)=(B4)C=EC=C， 

所 以 4 的 道 矩 阵 是 惟一 的 ， 

4 的 道 矩 阵 记 作 4 即 若 4B=B4= 巨 , 则 已 =4 

定理 1 若 矩 阵 4 可 逆 , 则 |4| 关 0. 

证 4 可逆, 即 有 4 ,使 44”= 瑟 故 |4| 14 1=| 达 |=1, 所 以 |4| 关 0， 

证 毕 


。39 . 
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定理 2 若 |4|# 关 0, 则 和 矩阵 4 可 逆 , 且 
] 


4 = 14- 
其 中 4 为 矩阵 4 的 伴随 矩阵 . 
证 由 例 10 知 
44 ”=47"4=|4| 瑟 ， 
因 |4| 关 0, 故 有 


Re 
4 一 4 = 474= 刀 
14| 141| 
所 以 , 按 逆 和 矩阵 的 定义 , 即 知 4 可 逆 , 且 有 


5 
4=T 4 
14| 


《8 ) 


证 毕 


当 |4|=0 时 ,4 称 为 奇异 矩阵 ,否则 称 非 奇 异 矩 阵 . 由 上 面 两 定理 可 知 :4 


是 可 逆 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 |4| 关 0, 即 可 逆 和 矩阵 就 是 非 奇异 矩阵 . 
由 定理 2, 可 得 下 述 推论 . 
推论 若 4B= 巨 (或 B4= 巨 ), 则 她 =47. 
证 |4| :| 五 |=| 瑟 |=1, 故 |4| 关 0, 因 而 4 存在 ,于 是 
媚 = 下 B=(4 4) 刀 =4- (4 也)=47 已 =47. 
逆 和 矩阵 满足 下 述 运算 规律 ; 
(i) 若 4 可逆 , 则 4- 亦 可 闭 , 且 (4”…) ”=4; 
(iD 若 和 可 道 , 数 A 关 0, 则 AA 可 赣 , 且 (44) = 一 4 


(ii) 若 4 为 同 阶 矩 阵 且 均 可 逆 , 则 4 亦 可 逆 , 且 


证 毕 


证 毕 


(4 刀 ) ”= 刀 4 . 
证 (4B)(B 4) =4(BB-)4 ”=4E4 ”=44 ”= 瑟 , 由 推论 , 即 有 
(4B) = 刀 - 4 . 
(Civ) 若 4 可 道 , 则 4 亦 可 道 ,上 且 (4 ) ”=(4 ) 
证 4 (4 ) =(4 4) = 五 "= 已 ， 
所 以 


(4) =(4 ) 
当 44 可逆 时 ,还 可 定义 
4 = 妃 ，4 “=(4-) ， 
其 中 大 为 正 整 数 . 这 样 , 当 4 可逆,A WwW 为 整数 时 ,有 
4 4 =4 2，(4) “=4Y. 


去 0 


证 毕 
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Q 0 
例 11 求 二 阶 垂 阵 4=| 。 中 的 逆 无 阵 - 


d -4 
解 41=od-tc 4 | ] 
-Ca 


利用 逆 矩 阵 公 式 (8) , 当 |4| 关 0 时 ,有 


4-- -1L4:- 1 4 一 
二 吉 : 


1 2 3 
2 
3 4 3 
的 逆 矩 阵 . 
解 求 得 |4|=2 关 0, 知 4 存在 .再 计算 |4 | 的 余子 式 
Mi = 2，M= 3，Mi= 2， 


例 12 求 方 阵 


4= 





HU=-6，HM=-6， Mi==-2， 
Mi =-4，HM=-53， Ma=-2， 
得 
1 MI 1 东 你 、 -二 到 
4 ”=| -1 14， 07 | -0 
1 -1 013 2 2 -2 
所 以 
1 3 -2 
4=T4T4， = 末 -3 子 


二 、 逆 矩阵 的 初步 应 用 





可 逆 和 矩阵 在 线性 代数 中 占有 重要 地 位 , 它 的 应 用 是 多 方面 的 ,下 面 举 几 个 例子 . 
例 13 设 























求 窍 阵 瑟 使 其 满足 


9 
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4XB = C. 
解 若 4”,B- 存在, 则 用 4- 左 乘 上 式 ,B- 右 乘 上 式 , 有 
4 4XBB- -4 CB- ， 











即 
素 =47C 有 
由 例 12 知 |4| 关 0, 而 | 如 |=1, 故 知 4、B 都 可 闭 , 且 
1 3 ，.=2 
本 3 5 人 和 
三 | 一 3 这 
由 2 人 必 2 
1 | 
于 是 
3 -2 
本 3 5 | 3 -1 
二 莹 | -二 二 一 一 3 2 
X-=4-1CB 5 末 || 2 [es | 
ie 3 1 
1 2 人 0 
3 二 
=| 0 -| }- 10 -4 
二 5 
0 2 -10 4 
例 14 设 己 丰 4P=P4, 求 4 
五 上 一 5 了 一 y 可 人 
人 
解 辣 且 人 
四 9 3 人 
4=P4P- ，4 =P4P-P4P =P42P，…，4"=P4"P-， 
而 
， 划 ， /1 0\/1 0 120 1 0 
人 
0 2 全- 人 代 仆 7 0 22 0 2 
故 


人 
1 让 li 了 人 本 | 
1 直 三 分 人 DR 人 E | 
症 史 站 12 人 | 人 信 二 困 六 村 2 于 | 


2 
设 p(x)= ao+aixz+…+anx"” 为 xx 的 严 次 多 项 式 ,4 为 二 阶 和 矩阵 , 记 
pP(4)= ao 巨 +ai4+…+O 4 ， 
2(4) 称 为 矩阵 4 的 普 次 多 项 式 . 


人 
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因为 矩阵 4 4 和 互 都 是 可 交换 的 ,所 以 矩阵 4 的 两 个 多 项 式 p(4) 和 
所 4) 也 是 可 交换 的 , 即 总 有 
op(4)K4)=A4)o(4)， 
从 而 4 的 几 个 多 项 式 可 以 像 数 * 的 多 项 式 一 样 相 乘 或 分 解 因 式 . 例如 
(已 +4)(2 瑟 -4)= 2 已 4-47， 
( 巨 -4) = 巨 -34+342-427. 
我 们 常用 例 14 中 计算 4 的 方法 来 计算 4 的 多 项 式 p(4) ,这 就 是 : 
(i) 如 果 4=P4P-…, 则 4=P4P- ,从 而 
pP(4A)= ao 巨 +daA+…+Q AT 
=PaoEP -+Pai4P +…+Pa 4"P =Pop(4) 己 -. 


(ii) 如 果 4=diag(A ,AAA ) 为 对 角 和 矩阵 , 则 4=diag(A Ap,A) ， 
从 而 


pDP(4)= ao 五 +a A++Q 


PCAN) 
2(CA，) 


PCA，) 
上 式 表明 当 人 =diag(A,A，…A，) 为 导 阶 对 角 和 矩阵 时 ,p(4) 也 是 半 阶 对 角 
抢 阵 ,上 且 它 的 第 :个 对 角 元 为 p(A;) ,归结 为 数 的 多 项 式 计算 (;=1,2,…,) ,这 


给 计算 (4) 以 及 经 由 (i) 来 计算 wp(4 ) 带 来 很 大 的 方便 . 请 看 下 例 ,在 第 5 章 中 
将 进一步 讨论 这 个 问题 . 


1 
求 p(4)=42?+24?-34. 


汉 可 
例 1S 设 P=| 10 2 
1 




















-Ti 0 2 0 
入 ” | 及 | 三 ， 到 宇和 7 过 | 家 
| 下 
故 忆 可 逆 , 从 而 


记 人 3 

















疼 
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4=P4P- ,opo(4)= Pop(4)P- 
而 p(1)=0,p(2)=10,p(-3)=0, 故 (4)=diag(0,10,0). 


-1 1 170 
1 
10 | 记 P 
|P| 





op(4)=Pp(4)P-=| 10 2 
TI 
0 1 0NW4， 4 4 4， 4 4,， 
昌 0 0|4，4。，4， - 0 0 00 
0 人/ 儿 区 时 四 
而 
=-|， | 声 二 < | 二 =， 
1 -1 | 1 2 
于 是 


和 x0 要 
ro 0 0|. 

1 0 1 
$4 克拉 默 法 则 


在 第 1 章 例 1 中 ,我 们 利用 二 阶 行列 式 求 解 了 由 两 个 二 元 线性 方程 组 成 的 方 
程 组 . 现在 进行 推广 ,介绍 求解 由 半 个 半 元 线性 方程 组 成 的 方程 组 的 克拉 默 法 则 ， 
含有 个 未 知 数 za ax 的 并 个 线性 方程 的 方程 组 


CNXI+Qi2X2 二 十 QinXn = ， 





CQ2lX1 二 Q22%2 十 … 十 Q2nXh 二 202 ， (9) 


Cn1X1 十 Qi2X2 十 十 QanMn 二 吕 。 


它 的 解 可 以 用 半 阶 行列 式 表示 , 即 有 
如 果 线 性 方程 组 (9) 的 系数 和 矩阵 4 的 行列 式 不 等 于 零 , 即 





克拉 默 法 则 
[2 
14|=| : : | 关 0， 
Cl Cnn 
那么 ,方程 组 (9) 有 惟一 解 
4 4,| 4， 
2 X2a 三 到 这 = Ta 


.44 . 


S$4 克拉 软 法 则 





其 中 4 =l,2,…, 必 ) 是 把 系数 矩阵 4 中 第 / 列 的 元 素 用 方程 组 右 端 的 常数 项 
代 蔡 后 所 得 到 的 阶 和 矩阵 , 即 


0 名 CH ”0Qnn 
4i= : 
Ca ”Qi 0， Qi+l Cn 
证 ”把 方程 组 (9 ) 写成 矩阵 方程 
4x=D， 
这 里 4=(o) 必 为 于 阶 矩 阵 , 因 |14| 关 0, 故 4 存在 . 
令 x=4 2, 有 
4Y=44 -5 =D， 


表明 x=4- .28 是 方程 组 (9 ) 的 解 向 量 
由 4xr=D, 有 4-4x=4-2, 即 xY=47228, 根 据 关 和 矩阵 的 惟一 性 , 知 x=4-27 是 
方程 组 (9) 的 惟一 的 解 向 量 , 


由 逆 和 矩阵 公式 4” = 记 访 ， ,有 x=4- =T4T4 1 有 , 即 
1 用 示 “ 允 和 04 +D242 + +D04 
xx | 1 4 42 … 42|| 5， 1 | 42+b242+…+D4a 
4 : 314 ; 
和 mn 二 D4+b242 二 二 DA 
亦 即 
] 1 本 
0 下 ET (二 15255 大 证 毕 


克拉 软 法 则 可 视 为 行列 式 的 一 个 应 用 ,而 所 给 出 的 证 明 又 可 看 作 逆 矩阵 的 
一 个 应 用 . 它 解决 的 是 方程 个 数 与 未 知 数 个 数 相 等 并 且 系 数 行列 式 不 等 于 零 的 
线性 方程 组 . 所 以 它 既 是 第 1 章 例 1 中 用 二 阶 行列 式 求解 方程 组 的 推广 ,又 是 下 
一 章 中 求解 一 般 线 性 方程 组 的 一 个 特殊 的 情形 . 

例 16 分 别 用 克拉 默 法 则 和 逆 和 矩阵 方法 求解 线性 方程 组 
Xi 一 % 一 X3 二 人 5 
2X1-%2 二 37X3 = 工 ， 


32%i++2X5 一 5 妇 三 0. 





解 〈1) 用 克拉 默 法 则 


| 
因 方 程 组 的 系数 矩阵 的 行列 式 |4| = -1 -3|1=3 关 0, 由 克拉 默 法 则 ， 
3 5 








.。 45 。 
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它 有 惟一 解 ,并且 









































2 -1 -1 1 -1 -3 1 一 1] 一 3 
1 mt 1 rm -271 1 
= -一 一 一 -3 | 一 -二 -一 |2 -1 - -一 |0 1 |= 
1 141 1 1 2 汪 9 
0 2 -5$ 0 2 -5$ 0 0 -15 
1] 2 -=-! ] 2 -1 
| 
4 m3 -37 3 人 
3 0 -5 0 -6 -2 
1] -1 2 1 =!| 2 
1 rm-2r 1 1 1 -3 
2 ss， 一 1 -3| = 一 三 六 ; 
14| 7 一 3 六 3 3 5 -6 
S 2 0 0 S$ -6 
(2) 用 逆 和 矩阵 方法 
因 |4|=3 和 0, 故 4 可 道 ,于 是 
YY =4 1 
1 2 人 11 -7 2N72 15 5 
1 1 
=|2 -1 -3 1 |1= 一 | 1 -2 1|I111= 一 | 01=|0 
3 3 
3 2 -5$ 0 7 -353 1 八 0 9 3 
即 有 
Xi 55 
2 =0， 
X3 =3. 


8$5 和 矩阵 分 块 法 


对 于 行 数 和 列 数 较 高 的 矩阵 4 ,运算 时 常 采用 分 块 法 ,使 大 撼 阵 的 运算 化 成 
小 矩阵 的 运算 . 将 矩阵 4 用 若干 条 纵 线 和 横 线 分 成 许多 个 小 矩阵 ,每 一 个 小 矩 
阵 称 为 4 的 子 块 ,以 子 块 为 元 素 的 形式 上 的 算 阵 称 为 分 块 矩 阵 . 

例如 将 3x4 矩阵 








Ci 02 43 414 
4=|a am aa ao4 


CQ3al Ca 033 034 


分 成 子 块 的 分 法 很 多 ,下 面 举 出 三 种 分 块 形式 : 


.46 . 








$5 德 阵 分 块 法 





Ci ao ia3a 014 CQ 03 QI4 
(i) | oa az |; a5 ao4 (ii) | ac ;az aa ;ak |， 

| 

CQ3lL 03 1， 033 034 CQ3l ; 03 4033 1 034 

Ci CD 1 03 014 


(iii) | aa 1 2 ; 023 ; Q24 |， 
0Q31 ;03 1 033 0Q34 


分 法 (i 可 记 为 


其 中 


CI Qi Q3 QI14 
| )， 4| )， 4 =(ai ,aa ) ， 42 = (aa aa4 ) ， 
CQ21 0Q22 Q23 CQ24 
即 4 ,42,4， 42 为 4 的 子 块 , 而 4 形式 上 成 为 以 这 些 子 块 为 元 的 分 块 矩阵 . 
分 法 (ii) 及 (证 ) 的 分 块 矩 阵 请 读者 写 出 . 
4 0 
本 章 第 2 节 证 明 公式 14B1= |4118| 时 出 现 的 矩阵 | 8 可 有 有 


4 4 
[2 0 正 是 分 决算 阵 ,在 那里 是 把 四 个 答 阵 拼 成 一 个 大 垂 阵 ,这 与 把 大 算 了 
分 成 多 个 小 矩阵 是 同一 个 概念 的 两 个 方面 

分 块 矩 阵 的 运算 规则 与 普通 矩阵 的 运算 规则 相 类 似 ,分 别 说 明 如 下 : 

(GD 设 矩 阵 4 与 妃 的 行 数 相同 、 列 数 相同 ,采用 相同 的 分 块 法 ,有 


4 … 4 ，， … 也 
4=| : 
4， 。。。 4， 


其 中 4 与 互 的 行 数 相同 、 列 数 相同 ,那么 


3? 刁 = 











2B，… 卫 , 





4+ 有 4+ 且 ， 
4+ 刀 = : : | 
4.+ 了 有， … 4+B 
4 4， 
《ii) | : ,和 为数 ,那么 
4,， 人 





交 7 
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AM4， … 4， 
AM4=| : 
4， … AAA4， 


(四 ) 设 4 为 mxL 和 天 阵 , 召 为 1xz 和 矩阵 ,分 块 成 


4 区 41 好 光 瑟 ,， 
4=| : : |， 已 =| : 站 
4， 人 4， 也 ， 人 已 , 
其 中 4， 4,4 的 列 数 分 别 等 于 万 ,B ,号 , 的 行 数 ,那么 
CH Cr 
4B=| : : |， 
C4 人 5 
其 中 
Ci = >》4aB (= 1537) 
瑟 | 
例 17 设 
0 0 0 1 0 1 0 
0 1 0 0 寻 ，i 人 二 
4= ， 万 = ， 
和 22 站 -0 二 
T 于 人 20 
求 4 有. 
解 把 4, 刀 分 块 成 
1 0:0 0 
0 14;0 0 已 O 
4 =| 1 = 
-1 2;1 0 网 1 
1 140 1 
1 0;,1 0 
一 1 2 10 1 娓 五 
九 =| = ， 
1 0;4 1 再 太 
= 了 2 
则 
五 OO /有 已 ,， 五 已 ， 羽 
4 万 = = 
4 五 八 B,， 也 4,B+B 4i+， 
而 


.438 . 





$5 移 阵 分 块 法 





-1 2 下 1 0 
4 号 + 有 8 = 十 
1 1) 八 -1 2 -1 -=-! 
-3 4 1 0 -2 4 
二 十 二 了 
户 构 本 区 
-1 2 4 1 3 汉 
4 ,+ 及 ,= 十 = 
] 1 2 0 3 
于 是 
1 0 | 1] 0 
-1 2;0 1 
太太 三 | ,= Re 2 
-2 4;3 3 
1 
4 4 4 .43 
(iv) 设 4=| : : |, 则 4 =| : 小 
4 4， 4 2 


(v) 设 4 为 导 阶 方 阵 , 若 4 的 分 块 矩 阵 只 有 在 对 角 线 上 有 非 零 子 块 ,其 余 
子 块 都 为 零 和 矩阵 , 且 在 对 角 线 上 的 子 块 都 是 方 阵 , 即 
O 


其 中 4，(=1,2,，3) 都 是 方 阵 , 那 么 称 4 为 分 块 对 角 算 阵 ， 
分 块 对 角 和 矩阵 的 行列 式 具有 下 述 性 质 
14|1= 14, 14:|…14,|. 
由 此 性 质 可 知 , 若 |4,| 关 0 (=1,2,,3), 则 |4| 关 0, 并 有 


AT O 
4 = 
O 47 
和 
例 18 设 4=|0 3 1|1, 求 47” 
仿 225 





解 ” 因 


.49 。 
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所 以 


对 矩阵 分 块 时 ,有 两 种 分 块 法 应 予 特别 重视 ,这 就 是 按 列 分 块 和 按 行 分 块 . 


懋 xz 和 矩阵 4 有 半 列 , 称 为 矩阵 4 的 半 个 列 向 量 , 若 第 7 列 记 作 


则 4 可 按 列 分 块 为 


4=(2%， 2 


刀 x7 答 阵 4 有 闯 行 , 称 为 矩阵 4 的 普 个 行 向 量 . 若 第 关 行 记 作 


T 
ai =(aiyQap， 


则 4 可 按 行 分 块 为 

oo 
oo 

鸡 = 


T 


GEnm 


对 于 和 矩阵 4=(o)w 与 矩阵 如 =(b) ,的 乘积 矩阵 4B=C=(c)ww, 若 把 4 


按 行 分 成 柬 块 ,把 吾 按 列 分 成 有 块 , 便 有 
oa al15， 
az az0， 

4 邓 = 《2 ,5 ,… ,5 ，)= 


下 T 
G anD 





中 今后 列 向 量 ( 列 矩阵 ) 常 用 小 写 黑体 字母 表示 ,如 aa 等 ,而 行 向 量 ( 行 矩阵 ) 则 用 列 向 量 的 转 


置 表示 ,如 wa .ar x7 等 . 


2 


0) 中 ， 


T 
al12D， 


T 
222 


到 
anD， 


站 


T 
ai1D， 


全 
Q22， 


和 
anD， 


冯 


= 6 





$5 和 玫 阵 分 块 法 





其 中 


J 
4 
二 8 六 | 一 
C52 二 iD = (oilyap， ,Qi ) | 这 Qikb， 
KE 


0 
由 此 可 进一步 领会 矩阵 相 乘 的 定义 . 
例 19 证 明 甜 阵 4=O 的 充分 必要 条 件 是 方 阵 4 4=0. 
证 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 条 件 的 充分 性 . 
设 4=(o)w 把 4 按 列 分 块 为 4=(a oa，…,a) , 则 


了 各 了 人 下: 
QI QQI QI02 QI0， 
C7 了 
华 2 呈 汪汪 宇和 
44=| | (aa ，…a,)= ， 二 | 隐 
于 T T T 
Q， QQI QQ2 六 人 QQ， 


即 474 的 (7 元 为 aiai, 因 474 =O , 故 
aiai=0 (三 2 全 交 


特殊 地 ,有 
wai=0 (1=1,2, ,nm)， 

而 

< 

aiQi=(oa aan) 机 =QU+Q32 二 二 Qi， 

Cn 

由 auv+aa+…+aw=0,( 因 o 为 实数 ) 得 
au=aj=…=amw=0 (2 
即 
4=0. 证 毕 


本 例 阐明 了 和 失 阵 4 与 方 阵 4 4 之 间 的 一 种 关系 . 特别 地 , 当 4=ea 为 列 向 量 
时 ,由 于 we 为 1xl 和 矩阵 , 即 aa 是 一 个 数 ,这 时 ,本 例 的 结论 可 叙述 为 : 列 向 量 
<a=0 的 充分 必要 条 件 是 ec ae=0. 

利用 和 矩阵 的 按 列 ( 按 行 ) 分 块 , 还 可 以 给 出 线性 方程 组 的 另 一 和 矩阵 表示 
形式 . 

重新 回 到 线性 方程 组 


0 
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QHXI+TQiaX2 二 十 QinXn = ， 


CQ2lX1 十 Q2aX2 十 … 十 Qangn 二 0 ， 


QiXi 十 ON 二 十 CO， 
它 的 矩阵 乘积 形式 为 
信 wxnXnxl 三 百 。xl. (1 ) 
上 式 中 ,把 4 按 列 分 块 ,把 按 行 分 块 ,由 分 块 矩 阵 的 乘法 有 
1 
X2 
(ai 0 0 ) 三 让 
Ma 
即 
X1Gi+X202 二 +X 0 一. (10 ) 
其 实 把 方程 组 (1) 表 成 
Qi Ci Qi 0， 
人 ij 六 的 Q) 0 
Xi+| |xa+ + X 一 
1 CQ Qin 0 


也 即 是 (10) 式 . 
41) 1 ) 和 (10) 是 线性 方程 组 (1) 的 各 种 变形 . 今后 ,它们 与 (1) 将 混同 使 
用 而 不 加 区 分 ,并 都 称 为 线性 方程 组 或 线性 方程 . 解 与 解 向 量 亦 不 加 区 别 . 


习 题 二 


1.， 计算 下 列 乘积 : 
4 3 1N77 3 
的 国 -2 3 中 (2) os 全 
条 0 1 


卫 二 12 1400-1 2 
(3) | | (-1,2) (9 | 二 1 | 


3 
4 0 -2 





人 





人 
(3) (xx ,xs3)| aa aa as ||x2 |. 


QI3 9023 033 /7X3 


1 1 1 1 分 与 
2. 设 4=| 1 1 -11,B=|-1 -2 4|， 
1 一 ! 1 0 5 


求 34B-24 及 47B. 
3. 已 知 两 个 线性 变换 


Xi 三 271+ 7y3， yi = 一 3zi+22 ， 
%) = 一 27yi+372+273 ， | 2zi + 2 
如 4 广 二 5 上 5755 妨 三 -22+3z; ， 





求 从 za ,2 到 xi ,za ,xs 的 线性 变换 . 
下 和 2 1 0 
4. 设 4-| ) 2- ] 
1 3 1 2 
(1) 4 刀 =B4 吗 ? 
(2) (4+ 娓 )2=42+24 有 + 吗 ? 
(3) (4+B)(4- 刀 )=4 -有 吗 ? 
5 举 反例 说 明 下 列 命题 是 错误 的 : 
(1) 若 4=0, 则 4=0; 
(2) 若 42=4, 则 4=O0 或 4= 已 ; 
(3) 若 4X=47, 且 4 和 O, 则 天 = 并 . 


二 0 
1 0 
6. 0 设 4=| 中 求全 4 (2) 设 4=|0 和 1|, 求 4 
从 
0 0 从 


3 1 
7 (0 设 4= 人 ， 让] ,本 4 和 4 


2 1 
(2) 设 a=| 11,2=|2|1,4=ap , 求 4”. 
-3 4 


8. (1) 设 4,B 为 上 阶 矩 阵 , 且 4 为 对 称 和 矩阵, 证 明 B 4B 也 是 对 称 和 矩阵 ; 
(2) 设 4, 刀 都 是 m 阶 对 称 矩 阵 ,证明 4 是 对 称 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 = BA4. 
9. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 : 


下 这 cos 0 -sn 4 
(1) ; (2) | ] 

2 .和 sin 0 cos 0 

Q 
| 0 
Q2 

(3) | 3 4 -2|; (4) (aia…a, 天 0). 

5 -4 1 0 

Q 


5 
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10. 已 知 线性 变换 
X1=271+272+ 7y3 ， 
X2 =371+ +S73 ， 
xX3 =37i +272 +373 ， 
求 从 变量 x% ,2 ,zs 到 变量 nm ,7 ,》 的 线性 变换 . 
1 


11.， 设 了 是 元 素 全 为 1 的 mm (>2) 阶 方 阵 .证 明 巨 -J 是 可 逆 方 阵 , 且 (已 -7 = 巨 -一 TV ,这 





里 五 是 与 了 同 阶 的 单位 矩阵 . 
12. 设 4=O (为 正 整数 ) ,证 明 
(五 -4) 一 = 已 +T4+42+ 二 全 1 
13. 设 方 阵 4 满足 4 -4-2 玉 =O, 证 明 4 及 4+2 已 都 可 闭 ,， 并 求 4- 及 (4+2 巨 )-! 
14.， 解 下 列 矩 阵 方程 : 


of 人 全 
-1 
3 


2 1 SS 让 - 油 2 
| ) ,s|: 4 3 :| ) 
5 4 2 


分别 应 用 克拉 默 法 则 和 逆 矩 阵 解 下 列 线性 方程 组 : 


Xi+2x2+3x3 =]1， 


Xi +X2 +X3 = 了 
(1) (42xi+2x;+5x3 =2， (2) | 





3xi+5Sx2+x3=3; Xi 二 3xz+9x3 = 和 . 


16. 设 4 为 3 阶 算 阵 ,|4|= 寺 , 求 |(24)--54 7 | 


0 :3 
7 本 | 4 刀 =4+2 妃 , 求 妇 . 
= 业 这 


3 
0 
3 
下 7 
18. 设 4= es 2 中 且 4 妃 + 已 =47+ 肪 , 求 万 . 
1 0 1 


19. 设 4=diag(1,-2,1),4"B4=2B4-8 已 , 求 忆 . 
20. 已 知 矩 阵 4 的 伴随 矩阵 4” =diag(1,1,1,8) ,上 且 4B4- =B4-+3 瑟 , 求 卫 . 


21. 设 普 4P=4, 其 中 Pa 人 避 4=( ] 0 
二， 强 0 2 














5 











22. 设 4P=P4, 其 中 
1 1 一 1 
P=|1 0 -21,4= 1 , 求 wp(4)=4"(5 巨 -64+47). 
1 =-1 | 9 
23. 设 和 矩阵 4 可 着, 证 明 其 伴随 矩阵 4 "也 可 逆 , 且 (4 ) 一 =(4 )“. 
24. 设 半 阶 和 矩阵 4 的 伴随 矩阵 为 4 ,证明 : 
(1) 若 |14|=0, 则 |47 |=0; 
(2) 14 |1=14|. 


1210o0 3 1 
ol01llo1l 2 =- 
人 | 全 放生 和 3 
0 003 人 0 0 -3 

3 4.00 
反共 让 | 了 证 区 大 

2 0 

0 02 2 


OO 4 
27. 设 阶 垂 阵 4 及 * 阶 算 阵 瑟 都 可 得 , 求 | 吕 


28. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 矩 阵 : 


5 2 .00 1 

人 让 0 兰 = 

| 3 
0 0 8 3| 下 

0 05 2 4 3- .0 
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本 章 先 引进 算 阵 的 初等 变换 ,建立 矩阵 的 秩 的 概念 ,并 利用 初等 变换 讨论 和 托 
阵 的 秩 的 性 质 ;然后 利用 矩阵 的 秩 讨论 线性 方程 组 无 解 ` 有 惟一 解 或 有 无 限 多 解 
的 充分 必要 条 件 ,并 介绍 用 初等 变换 解 线性 方程 组 的 方法 . 


$1 和 矩阵 的 初等 变换 


矩阵 的 初等 变换 是 矩阵 的 一 种 十 分 重要 的 运算 , 它 在 解 线性 方程 组 . 求 逆 和 矩 
阵 及 和 矩阵 理论 的 探讨 中 都 可 起 重要 的 作用 . 为 引进 矩阵 的 初等 变换 , 先 来 分 析 用 
消 元 法 解 线性 方程 组 的 例子 . 

引 例 求解 线性 方程 组 


22- x%- x+ X4=2， 四 
x+ % -2x+ xi =4，@) 

(1 
4x1-6x)+2x3-2x,=4， G@) 。 
3xi+6x -9x+7TX =9.， 出 

解 
Xi+ ”0 -2xz+ % =4， 人 
Ooe@ |j2x- 和- Ma+ =2， 四 
人 《2 ) 
;2 |2x, -3z+ 2- =2， 国 
3xi+6x -9xz+7x =9， 人 由 
xl +X -2x+ X = 4， 中 
@-@ 
四 -2 2x2-2x3+2x4= 0， 四 
攻 (2 ) 





由 -39 -Sx+Sx -3x， =-6， 人 @@ 
3x) -3x+4x，，=-3， 由 


Xi 十 %a 一 2X3 十 %4 一 


1 
COx7 X2- %3+X4 三 “， 
一 一 一 
@+5O 2x, =-6， 
@-3O 
xX4 = 一 3 
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xi+x-2x + = 4， 四 

@wg = 05 O) 
| | - 和 (B,) 

@-2?9@ =-3， 图 

0= 由 


这 里 ,(1) 一 (B) 是 为 消 w 作 准 备 . (B) 一 (B,) 是 保留 中 中 的 * ,消去 他、 
图 .四 中 的 x. (B,) 一 (B;,) 是 保留 四 中 的 *, 并 把 它 的 系数 变 为 1, 然后 消去 名 、 
国 中 的 ，， ,在 此 同时 恰好 把 *, 也 消去 了 . (有 ) 一 (B,) 是 消去 *:, 在 此 同时 恰好 
把 常数 也 消去 了 ,得 到 恒等式 0=0 ( 若 常 数 项 不 能 消去 ,就 将 得 到 矛盾 方程 0= 
1 , 则 说 明 方程 组 无 解 ). 至 此 消 元 完毕 . 

(B,) 是 4 个 未 知 数 3 个 有 效 方程 的 方程 组 ,应 有 一 个 自由 未 知 数 ,由 于 方程 
组 (B,) 呈 阶梯 形 , 可 把 每 个 台阶 的 第 一 个 未 知 数 ( 即 * ,zx ,xs ) 选 为 非 自 由 未 知 
数 , 剩 下 的 *; 选 为 自由 未 知 数 . 这 样 ,就 只 需 用 “ 回 代 ”的 方法 便 能 求 出 解 :由 名 
得 z =-3; 将 和 =-3 代 入 加 ,得 呈 = 轨 +3; 以 办 =-3,x 和 =2+3 代 和 中， 
得 x, =x3s+4. 于 是 解 得 


Xi 三 X%3+43; 
xy =%3+3， 
和 = 一 3， 
其 中 xs; 可 任意 取 值 . 或 令 * =e ,方程 组 的 解 可 记 作 
姓 C+4 
X2 c+3 
X = = 
和 5 C 
2 -3 
即 
1 4 
1 3 
汪 二 丰 十 0|， (2) 
0 -3 
其 中 *e 为 任意 常数 ， 


在 上 述 消 元 过 程 中 ,始终 把 方程 组 看 作 一 个 整体 , 即 不 是 着 眼 于 某 一 个 方程 
的 变形 ,而 是 着 眼 于 整个 方程 组 变 成 另 一 个 方程 组 . 其 中 用 到 三 种 变换 , 即 :(i) 
交换 方程 次 序 (@ 与 @O 相 互 奉 换 ) ;(ii) 以 不 等 于 0 的 数 乘 某 个 方程 (以 DJxF 替 
换 人 OO) ; (证 ) 一 个 方程 加 上 另 一 个 方程 的 大 倍 (以 四 直 四 替换 GD). 由 于 这 三 种 变 
换 都 是 可 逆 的 , 即 


人 
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若 ( 修 -o- 四 6)， 册 (有 - 加 ,4 
若 ( 人 只 (p)， 0 
若 ( 人 ) oo2 四) ， 则 (B) OO 








因此 变换 前 的 方程 组 与 变换 后 的 方程 组 是 同 解 的 ,这 三 种 变换 都 是 方程 组 
的 同 解 变换 ,所 以 最 后 求 得 的 解 (2) 是 方程 组 (1) 的 全 部 解 
在 上 述 变换 过 程 中 ,实际 上 只 对 方程 组 的 系数 和 常数 进行 运算 ,未 知 数 并 未 
参与 运算 . 因此 ,如 果 记 方 程 组 (1) 的 增 广 矩阵 为 
2 -1 -1! 几 汉 
1 1 -2 1 4 
及 =(4,0)= 
4 -6 2 -2 14 
3 6 -9 7 9 
那么 上 述 对 方程 组 的 变 的 完全 可 以 转换 为 对 抢 阵 妃 的 变换 . 把 方程 组 的 上 述 三 
种 同 解 变换 移植 到 矩阵 上 ,就 得 到 矩阵 的 三 种 初等 变换 . 
定义 1 下 面 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 行 变换 ; 
(i) 对 换 两 行 (对 换 i 两 行 , 记 作 mn ) 
(ii) 以 数 4zx0 乘 某 一 行 中 的 所 有 元 (第 ; 行 乘 太 记 作 nx 有 
(i) 把 某 一 行 所 有 元 的 上 倍加 到 另 一 行 对 应 的 元 上 去 (第 /7 行 的 上 倍加 到 
第 行 上 , 记 作 产 +ir))， 
把 定义 中 的 “ 行 " 换 成 * 列 ”, 即 得 抢 阵 的 初等 列 变换 的 定义 (所 用 记号 是 把 
“ 普 换 成 "cc”)， 
矩阵 的 初等 行 变换 与 初等 列 变换 ,统称 禄 等 变换 
显然 ,三 种 初等 变换 都 是 可 逆 的 , 且 其 逆 变 换 是 同一 类 型 的 初等 变换 ;变换 


7 的 道 变换 就 是 其 本 身 ; 变 换 "xk 的 道 变换 为 nx| 大 ] (或 记 作 n+h) ;变换 


rn+jri 的 逆 变 换 为 x+( -有 mn (或 记 作 m- 杂 )， 
如 果 矩 阵 4 经 有 限 次 初等 行 变换 变 成 矩阵 巨 , 就 称 矩 阵 4 与 互 行 等 价 , 记 
作 4 “好 ;如 果 和 矩阵 4 经 有 限 次 初等 列 变换 变 成 矩阵 互 , 就 称 和 矩阵 4 与 妃 列 等 
价 , 记 作 4“B; 如 果 矩 阵 4 经 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 下 ,就 称 矩 阵 4 与 巨 等 
价 , 记 作 4 ~ 瑟 . 
矩阵 之 间 的 等 价 关 系 具 有 下 列 性 质 ; 
(i) 反 身 性 4~4i 
(ii) 对 称 性 若 4~ 刀 , 则 下 ~4; 
(iii) 传递 性 若 4 ~ 了 用 ;下 ~C, 则 4 ~ 
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下 面 用 抢 阵 的 初等 行 变换 来 解 方程 组 (1) ,其 过 程 可 与 方程 组 (1) 的 消 元 过 
程 一 一 对 照 : 





2 -1 -=-! 1 之 
1 1 -2 1] 4 
妥 = 
4 -6 2 -2 4 
3 6 -9 7 9 
1 1] =-2 1 4 
让 2 1 ET /2 
沁 力 = 忆 ， 
7332 | 1 一 1 几 
纺 6 -9 7 9 
1 1] -2 1 4 
本 中 2 0 
人 人 
4 人 三 每 5 -3 -6 
人 
] 1 -2 1 4 
r2:2 
73+5r2 0 1 一 1 1 0 
一 一 = 也， 
10 0 0 2 -6 
0 0 0 1 -3 
1 1] -2 1 4 
| 
4 3|0 0 | 一 3 
0 0 0 0 


4 
| 051.=1 


0 
0 
由 方程 组 ( B4 ) 得 到 解 (2) 的 回 代 过 程 , 也 可 用 矩阵 的 初等 行 变换 来 完成 , 即 
0 
0 
1 


4 


本 


了 3; 对 应 方程 组 


区 = 一 3， 


取 xs 为 自由 未 知 数 ,并 令 *: =c, 即 得 


3 
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%1 C+4 1 4 
MX2 C+3 1 3 
到 三 一 =c 十 (2) 
XL C 1 0 
2 -3 0 -3 


其 中 。 为 任意 常数 

矩阵 8 和 B, 的 特点 是 :都 可 画 出 一 条 从 第 一 行 某 元 左 方 的 竖 线 开始 到 最 
后 一 列 某 元 下 方 的 横 线 结束 的 阶梯 线 , 它 的 左下 方 的 元 全 为 0; 每 段 竖 线 的 高 度 
为 一 行 , 竖 线 的 右 方 的 第 一 个 元 为 非 零 元 , 称 为 该 非 零 行 的 首 非 零 元 , 具有 这 样 
特点 的 矩阵 称 为 行 阶梯 形 敌阵 , 为 明确 起 见 给 出 如 下 定义 ; 

定义 2 (1) 非 零 卸 阵 若 满足 (i) 非 零 行 在 零 行 的 上 面 ;(ii) 非 零 行 的 首 非 
零 元 所 在 列 在 上 一 行 (如 果 存 在 的 话 ) 的 首 非 零 元 所 在 列 的 右面 , 则 称 此 矩阵 为 
行 阶梯 形 敌阵 ; 

(2) 进一步 , 若 4 是 行 阶梯 形 和 矩阵, 并 且 还 满足 :(i) 非 零 行 的 首 非 零 元 为 
1;(ii) 首 非 零 元 所 在 的 列 的 其 他 元 均 为 0, 则 称 4 为 行 最 简 形 矩阵 ， 

于 是 B, 和 了 都 是 行 阶梯 形 和 矩阵 ,上 且 B, 还 是 行 最 简 形 矩 阵 ， 

用 归纳 法 不 难 证 明 ( 这 里 不 证 ) :对 于 任何 非 零 矩阵 4 ,总 可 经 有 限 次 初 
等 行 变换 把 它 变 为 行 阶梯 形 算 阵 和 行 最 简 形 失 阵 . 

利用 初等 行 变换 ,把 一 个 矩阵 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 和 行 最 简 形 矩 阵 , 是 一 种 很 
重要 的 运算 . 由 引 例 可 知 , 要 解 线性 方程 组 只 需 把 增 广 矩 阵 化 为 行 最 简 形 和 矩阵， 

由 行 最 简 形 和 矩阵 B,, 即 可 写 出 方程 组 的 解 (2) ;反之 ,由 方程 组 的 解 (2 ) 也 
可 写 出 矩阵 B,. 由 此 可 猜想 到 一 个 矩阵 的 行 最 简 形 失 阵 是 惟一 确定 的 ( 行 阶梯 
形 矩 阵 中 非 零 行 的 行 数 也 是 惟一 确定 的 )， 

对 行 最 简 形 矩 阵 再 施 以 初等 列 变换 ,可 变 成 一 种 形状 更 简单 的 矩阵 , 称 为 标 
准 形 . 例如 





1 1 0 人 汉 1 0 0 00 
0 

了 5; = 2 = 下， 
0 .0 0 了 342 0 0 20 
00 00 0 0 0 0 00 


矩阵 下 称 为 矩阵 如 的 标准 形 ,其 特点 是 :下 的 左上 角 是 一 个 单位 矩阵 ,其 余 元 全 
为 0. 
对 于 mmxza 和 抢 阵 4 ,总 可 经 过 初等 变换 ( 行 变 换 和 列 变换 ) 把 它 化 为 标准 形 
五 OO 
环 = 9》 
lo 
此 标准 形 由 普 ,n,r 三 个 数 完全 确定 ,其 中 就 是 行 阶梯 形 矩 阵 中 非 零 行 的 行 数 . 
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所 有 与 4 等 价 的 矩阵 组 成 一 个 集合 ,标准 形 环 是 这 个 集合 中 形状 最 简单 的 
和 矩阵 . 

和 矩阵 的 初等 变换 是 矩阵 的 一 种 最 基本 的 运算 ,为 探讨 它 的 应 用 ,需要 研究 它 
的 性 质 ,下 面 介绍 它 的 一 个 最 基本 的 性 质 . 

定理 1 设 4 与 刀 为 mx 答 阵 ,那么 

(i) 4 一 的 充分 必要 条 件 是 存在 m 阶 可 逆 矩 阵 己 ,使 P4 = 五; 


(ii) 4 ~ 姻 的 充分 必要 条 件 是 存在 ” 阶 可 送 矩 阵 2 ,使 40= 有 ; 

(ii) 4 ~ 丐 的 充分 必要 条 件 是 存在 m 阶 可 逆 和 矩阵 尸 及 阶 可 逆 矩 阵 O ,使 
P40O = 有. 

为 证 明定 理 1 ,我 们 引进 初等 矩阵 的 知识 . 

定义 3 ”由 单位 矩阵 妃 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 ， 

三 种 初等 变换 对 应 有 三 种 初等 矩阵 . 

(i) 把 单位 矩阵 中 第 i 两 行 对 换 ( 或 第 1 两 列 对 换 ) ,得 初等 矩阵 





1 


0 1 二 第 ; 行 
五 (7)= 
1 … 0 二 第 /7 行 
1 
用 普 阶 初等 矩阵 到 (7) 左 乘 矩 阵 4=(oay) ww 得 





CI 012 Qin 

Qi ap an | 和 一 第 守 行 
五 (IJ)A4 = 

Qi aa am | 熏 第 7 行 

Q Q 0 


mm1 mm2 凤 


其 结果 相当 于 对 和 矩阵 4 施行 第 一 种 初等 行 变换 :把 4 的 第 守 行 与 第 7 行 对 换 ( 


。01 . 
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作 矿 ). 类 似 地 ,以 于 阶 初等 矩阵 瓦 ,7) 右 乘 矩 阵 4 ,其 结果 相当 于 对 和 下 阵 4 施行 
第 一 种 初等 列 变换 :把 4 的 第 ; 列 与 第 7 列 对 换 (cie*c). 
(ai) 以 数 大 关 0 乘 单位 矩阵 的 第 守 行 (或 第 列 ) ,得 初等 矩阵 


1 
玖 (让 ) ) = 帮 人 一 第; 行 ， 


1 


可 以 验 知 :以 瓦 。(ik) ) 左 乘 矩 阵 4 ,其 结果 相当 于 以 数 上 乘 4 的 第 守 行 (mxk) ; 
以 五 (iD) ) 右 乘 矩 阵 4 ,其 结果 相当 于 以 数 上 乘 4 的 第 ; 列 (cixF). 

《让 ) 以 大乘 单位 矩阵 的 第 7 行 加 到 第 守 行 上 或 以 大 乘 单位 矩阵 的 第 守 列 加 
到 第 7 列 上 ,得 初等 矩阵 





一 第;i 行 
五 ( 丰 () ) = 
1 二 第 /7 行 


可 以 验 知 :以 妃 ( 红 1) ) 左 乘 矩 阵 4, 其 结果 相当 于 把 4 的 第 7 行 乘 上 加 到 第 ; 行 ， 
上 (rn+t)3; 以 玉 ( 训 有 ) 右 乘 抢 阵 4, 其 结果 相当 于 把 4 的 第 ; 列 乘 上 加 到 第 / 
列 上 (orkc)， 

归纳 上 面 的 讨论 ,可 得 

性 质 1 设 4 是 一 个 mxn 矩阵 ,对 4 施行 一 次 初等 行 变换 ,相当 于 在 4 的 
左边 乘 相应 的 m 阶 初等 矩阵 ;对 4 施行 一 次 初等 列 变 换 ,相当 于 在 4 的 右边 乘 
相应 的 ” 阶 初 等 矩阵 

显然 初等 矩阵 都 是 可 着 的 , 且 其 道 矩阵 是 同一 类 型 的 初等 矩阵 :E(i 疙 ”= 
EGG ,BCE 有 ) = 本 计 丰 ] ,CCD =E( 区 有) 

性 质 2 方 阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 限 个 初等 矩阵 已 ,PP ,… ,已 ,使 4= 已 己 … 
己 . 

证 ” 先 证 充分 性 . 设 4 = 号 忆 … 己 , 因 初 等 矩阵 可 逆 , 有 限 个 可 逆 和 矩阵 的 乘积 仍 可 道 . 故 4 


记 加 广 
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可 首 ， 
再 证 必要 性 . 设 ” 阶 方 阵 4 可 逆 , 它 经 有 限 次 初等 行 变换 成 为 行 最 简 形 矩阵 恕 由 性 质 1 ， 
知 有 初等 矩阵 2, ,…,@, 使 
@C…O4= 瑟 . 
因 4,Q, ,…,@, 均 可 道 , 故 巨 也 可 逆 , 从 而 下 的 非 零 行 数 为 mw, 即 召 有 个 首 非 零 元 1, 但 妃 总 
共 只 有 个 列 , 故 妞 = 已 于 是 
4=2T 07 8=O0T 207 BE=GT 2 =P PP， 


这 里 P,=@7 为 初等 矩阵 , 即 4 是 若干 个 初等 矩阵 的 乘积 . 证 毕 
下 面 应 用 初等 矩阵 的 知识 来 证 明定 理 1. 
定理 工 的 证 明 : 


(iD 依据 4 一 互 的 定义 和 初等 矩阵 的 性 质 , 有 
4 一 正史 4 经 有 限 次 初等 行 变换 变 成 刀 
僻 存 在 有 限 个 m 阶 初 等 矩阵 已 , 忆 ,… ,已 ,使 已 … 已 已 4= 瑟 
僻 存 在 几 阶 可 逆 和 矩阵 已, 使 P4 = 如 
类 似 可 证 明 (i) 和 (iii). 证 毕 
定理 1 把 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 的 乘法 联系 了 起 来 ,从 而 可 以 依据 矩阵 乘 
法 的 运算 规律 得 到 初等 变换 的 运算 规律 ,也 可 以 利用 抢 阵 的 初等 变换 去 研究 和 矩 
阵 的 乘法 . 下 面 先 给 出 定理 1 的 一 个 推论 ,然后 介绍 一 种 利用 初等 变换 求 逆 阵 
的 方法 . 
推论 ” 方 阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 一 已 
证 4 可逆 亿 存在 可 逆 和 矩阵 己 , 使 P4 = 已 
所 4 一 歼 . 证 毕 
定理 1 表明, 如果 4 一 下 , 即 4 经 一 系列 初等 行 变换 变 为 召 , 则 有 可 逆 和 矩阵 
己 , 使 P4 = 下 .那么 ,如何 去 求 出 这 个 可 逆 和 矩阵 己 ? 
由 于 Ma-Be|pp peP(4,B- (五 , 己 ) 全 (4, 巨 ) 一 (五 , 己 ) ,因此 ,如 果 
对 和 矩阵 (4 ,五 ) 作 初等 行 变 换 , 那 么 , 当 把 4 变 为 下 时 ,已 就 变 为 己 于 是 就 得 到 
所 求 的 可 逆 和 矩阵 书 . 








2 
例 1 设 4=|1 1 =-2| 的 行 最 简 形 和 矩阵 为 瓦 , 求 下 ,并 求 一 个 可 逆 和 矩阵 
洒 6 
忆 , 使 P4 = 到 


解 把 4 用 初等 行 变换 化 成 行 最 简 形 矩阵 , 即 为 互 但 需求 出 己 , 故 按 上 段 
所 述 ,对 (4 , 忌 ) 作 初等 行 变换 把 4 化 成 行 最 简 形 矩阵 , 便 同 时 得 到 下 和 已 运算 
如 下 : 


。0603 . 
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人 让 
(二 )=| 2 0 二 | 3 3312 0 
4 -6 2001 5 
5 3 
| 


1 0 -1! 
故 F=|0 1 =-1| 为 4 的 行 最 简 形 矩阵 ,而 使 P4 = 忆 的 可 逆 和 矩阵 
0 0 


0 
-3 3 ] 
P=| 3 -2 -1|. 
10 -8 -3 


注 上述 解 中 所 得 (有 ,已 ) ,可 继续 作 初 等 行 变 换 六 xm+krs ,rm+irs, 则 五 不 
变 而 己 变 . 由 此 可 知 本 例 中 使 P4 = 不 的 可 逆 矩 阵 己 不 是 惟一 的 ， 


0 -2 ] 
例 2 设 4=| 3 0 -2|, 证 明 4 可 逆 , 并 求 4 7 
-2 3 0 


解 如同 例 1, 初 等 行 变换 把 (4 ,五 ) 化 成 (下 , 忆 ) ,其 中 下 为 4 的 行 最 简 形 矩 
阵 . 如 果 下 = 瓦 , 由 定理 1 之 推论 知 4 可逆, 并 由 P4 = 已 ,知已 =4… 运算 如 下 : 
0 -2 1 0 0 





(4,B)=| 3 0 -2 010 
-2 3 0001 
3 3 
人 |0 -2 1100| 巷 |o -2 1100 
0 9 -402 3 0 
3 0018 9 12 10063 4 
0 
0 01 9 4 6 00194.6 
6 3 4 
因 4 一 已 , 故 4 可 闭 , 且 4 ”=|4 2 3|. 
9 4 6 
2 | 
例 3 求解 矩阵 方程 4X= 刀 ,其 中 4=| 1 2 -2|1,B8-| 2 0|. 
-2 5 


。04 ， 
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解 ” 设 可 道 和 矩 阵 己 使 P4 = 为 行 最 简 形 矩阵 , 则 
P(4,B)= (下 ,PB)， 
因此 对 矩阵 (4,8) 作 初等 行 变换 把 4 变 为 下 ,同时 把 妃 变 为 PB. 若 下 = 瓦 , 则 4 
可 逆 , 且 己 =4 ,这 时 所 给 方程 有 惟一 解 和 =PB=4 B. 由 


2 本 3 1 2 -2 2 0 
(4,B)=| 12 -2 2 0 全 0 3 
二 人 NOR 二 0 0 0 5 


0 1 
r235 2 人 2r2+2r3 
一 -0 1 0 1 0 

r3+3r2 
0 0 -3 2 0 


可 见 4 一 已 ,因此 4 可逆, 且 


人 
书 呈 
口上 
一 ID 


即 为 所 给 方程 的 惟一 解 . 
例 2 和 例 3 是 一 种 用 初等 行 变换 求 4 或 4 的 方法 , 当 4 为 3 阶 或 更 高 
阶 的 矩阵 时 , 求 4 或 4 下 通 常 都 用 此 方法 . 这 是 当 4 为 可 逆 和 矩阵 时 ,求解 方 
程 4 瑟 = 妃 的 方法 ( 求 4 ”也 就 是 求 方程 4X= 巨 的 解 )， 这 方法 就 是 把 方程 4 瑟 = 恕 
的 增 广 矩阵 (4 ,B) 化 为 行 最 简 形 矩阵 ,从 而 求 得 方程 的 解 . 特别 地 ,求解 线性 方 
程 组 hx =2 (4 为 可 道 矩 阵 ) 时 把 增 广 矩 阵 (4 ,2) 化 为 行 最 简 形 矩阵 ,其 最 后 一 
列 就 是 解 向 量 , 从 而 得 到 了 一 个 求解 线性 方程 组 的 新 途径 . 
例 4 求解 线性 方程 组 
Xi 一 %2 一 %3 三 2， 
区 -X%2 一 3x3= 工 ， 


3 弛 二 29425050， 





解 ” 记 此 方程 组 为 4x=2, 则 增 广 矩阵 


下 二 和 
(三 汤 j 汪 2 1 =3 1 


3 20 





。 0 。 
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因 4 一 忆 , 故 4 可逆, 于 是 方程 组 有 解 , 且 解 为 


x=4 0=|0 |. 








此 方程 组 我 们 已 在 第 2 章 例 16 中 分 别 用 克拉 默 法 则 和 逆 矩 阵 求 解 过 . 比较 这 三 
种 方法 ,显然 这 里 介绍 的 方法 最 为 方便 和 快捷 . 


$2 和 矩阵 的 秩 


为 了 更 好 地 理解 矩阵 的 秩 的 概念 ,重新 讨论 上 节 引 例 中 增 广 矩 阵 召 及 其 行 
阶梯 形 和 矩阵 B。 和 妃 ; : 





25 二 和 这 “= 汉 
1 221 全 运 
及 = = 了 1， 
东 6: 这 -于 
3 和 2 
有 
二 0 
ae WO = 也 .， 
0 0 


我 们 发 现 互 , 和 瑟 ; 都 恰好 有 3 个 非 零 行 . 自然 要 问 :每 一 个 与 妃 行 等 价 的 行 阶梯 
形 抢 阵 是 否 都 恰好 有 3 个 非 零 行 ?9 回答 是 肯定 的 . 为 阐明 这 一 问题 先 引 入 和 矩阵 
子 式 的 概念 . 

定义 4 在 mxn 抢 阵 4 中 , 任 取 庆 行 与 大 列 ( 太 站 入 2) ,位 于 这 些 行 列 交 
又 处 的 尼 个 元 素 ,不 改变 它们 在 4 中 所 处 的 位 置 次 序 而 得 的 大 阶 行列 式 , 称 为 
和 矩阵 4 的 大 阶 子 式 . 

mx 矩阵 4 的 大 阶 子 式 共 有 C5 ，C' 个 . 

现在 来 观察 行 阶梯 形 和 矩阵 B, 的 子 式 . 取 如 的 第 1 第 2 第 3 行 和 第 1 第 
1 小 ， 寺 
0 下 霸 
0 0 工 
而 成 为 0. 换言之 ,B, 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 是 3. 同样 B, 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 
数 也 是 3. 

非 零 子 式 在 矩阵 的 初等 行 变换 中 的 意义 可 以 表述 成 如 下 的 引 理 


.06 . 


2 第 4 列 ,得 到 三 阶 非 零 子 式 ;而 它 的 任 一 四 阶 子 式 都 将 因 含有 零 行 
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引 理 设 4 一 下 , 则 4 与 好 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 相 等 . 

证 “ 先 证 盏 是 4 经 过 一 次 初等 行 变 换 而 得 的 情形 . 

设 刀 是 4 中 的 阶 非 零 子 式 . 当 4 一 B 或 4 一 及时 ,在 巨 中 总 能 找到 与 忆 相 对 
应 的 > 阶 子 式 记 ,由 于 六 = 或 站 =-D 或 六 =1D, 因 此 万 关 0， 

当 4 ”号 时 ,因为 对 于 作 变 换 rr 时 结论 成 立 ,所 以 只 需 考虑 4 工 二 B 这 一 特殊 
情形 . 分 两 种 情形 讨论 :@ 刀 不 包含 4 的 第 工行 ,这 时 刀 也 是 妨 的 > 阶 非 零 子 式 ;四 万 包含 4 
的 第 1 行 ,这 时 把 妃 中 与 忆 对 应 的 > 阶 子 式 六 记 作 








7i 十 K72 六 巷 
7 二 半 ， 
到; 二 = 十 大 = 忆 +AD，， 
79 7 7 
车 p=2, 则 站 =Dz#0; 若 pz2, 则 六 也 是 下 的 r 阶 子 式 ,由 万 -ED,= 关 0, 知 六 与 D, 不 同时 


为 0. 总 之 , 召 中 存在 上 阶 非 零 子 式 六 或 访 . 

记 4 和 瑟 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 分 别 为 * 和 疡 那么 上 述 表 明 s< 上 因 4 经 一 次 初等 行 变 
换 成 为 召 , 刀 也 就 可 经 一 次 初等 行 变 换 成 为 4, 故 又 有 <s, 于 是 *= 上 上 

经 一 次 初等 行 变 换 结论 成 立 , 即 可 知 经 有 限 次 初等 行 变换 结论 也 成 立 . 证 毕 

现在 可 以 回答 本 节 一 开始 提出 的 问题 了 . 

设 C 是 任 一 与 妃 行 等 价 的 行 阶梯 形 矩 阵 ,由 引 理 ,C 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 
数 应 与 吾 , 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 相同 , 即 C 有 且 仅 有 3 个 非 零 行 . 

值得 注意 的 是 上 面 的 讨论 中 ,关心 的 并 不 是 非 零 子 式 ( 作 为 行列 式 ) 本 身 ， 
而 是 它 的 阶 数 ,尤其 是 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 . 由 此 给 出 矩阵 的 秩 的 定义 : 

定义 $ 设 在 矩阵 4 中 有 一 个 不 等 于 0 的 阶 子 式 忆 , 且 所 有 r+l 阶 子 式 
(如 果 存 在 的 话 ) 全 等 于 0 ,那么 刀 称 为 矩阵 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 , 数 " 称 为 矩阵 
4 的 秩 , 记 作 R(CA). 并 规定 零 矩阵 的 秩 等 于 0 

由 行列 式 的 性 质 可 知 , 在 4 中 当 所 有 r+l 阶 子 式 全 等 于 0 时 ,所 有 高 于 r+l 
阶 的 子 式 也 全 等 于 0, 因 此 把 > 阶 非 零 子 式 称 为 最 高 阶 非 零 子 式 , 而 4 的 秩 
R(4) 就 是 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 . 

由 于 R(4) 是 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ,因此 , 若 和 矩阵 4 中 有 某 个 * 阶 子 式 
不 为 0, 则 R4)=s; 若 4 中 所 有 L 阶 子 式 全 为 0, 则 R(4) < 

显然 , 若 4 为 mx 矩阵, 则 0 三 RO4) 三 min|m ml. 

由 于 行列 式 与 其 转 置 行列 式 相等 ,因此 4 的 子 式 与 4 的 子 式 对 应 相等 ,从 
而 R47)=RC4). 

对 于 交 阶 矩阵 4, 由 于 4 的 于 阶 子 式 只 有 一 个 141, 故 当 141 关 0 时 RG4)= 
1, 当 I41=0 时 R4)<m. 可 见 可 逆 和 矩阵 的 秩 等 于 和 矩阵 的 阶 数 ,不 可 逆 和 矩阵 的 秩 
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小 于 矩阵 的 阶 数 . 因此 ,可 逆 矩 阵 又 称 满 秩 和 矩阵, 不 可 逆 矩 阵 (奇异 矩阵 ) 又 称 
降 秩 抢 阵 . 

矩阵 的 初等 变换 作为 一 种 运算 ,其 深刻 意义 在 于 它 不 改变 矩阵 的 秩 , 即 有 

定理 2 若 4~ 下 , 则 R(4)= 尺 ( 妃 ). 

证 由 引 理 , 只 须 证 明 4 经 初等 列 变换 变 成 召 的 情形 ,这 时 4 经 初等 行 变 
换 变 为 互 ,由 引 理 知 RC4 )=R(B7) ,又 R4)=R47),R(CB)=R(CBT) ,因此 
R(4)= 尺 (也 ). 

总 之 , 知 4 经 有 限 次 初等 变换 变 为 下 ( 即 4 ~ 她 ) , 则 R4)=R(B)， 证 毕 

由 于 4 ~ 下 的 充分 必要 条 件 是 有 可 逆 和 矩阵 己 O ,使 P40 = 巨 , 因 此 可 得 

推论 若 可 逆 和 矩阵 PC 使 P4C= 刀 , 则 RC4)= 尺 ( 互 ). 

对 于 一 般 的 矩阵 , 当 行 数 与 列 数 较 高 时 , 按 定 义 求 秩 是 很 麻烦 的 . 然而 对 于 
行 阶梯 形 抢 阵 ,如 前 所 示 , 它 的 秩 就 等 于 非 零 行 的 行 数 ,一 看 便 知 组 须 计 算 . 因此 
依据 定理 2 把 矩阵 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 来 求 秩 是 方便 而 有 效 的 方法 

例 S 求 和 矩阵 4 和 如 的 秩 , 其 中 


= 浸 3 
4=|2 3 -5 
4 7 ] 


] 
解 在 4 中 ,容易 看 出 一 个 2 阶 子 式 5 


141 ,经 计算 可 知 141=0, 因 此 RC4)= 2. 
对 五 作 初 等 行 变换 变 成 行 阶梯 形 和 矩阵 
3 530 1 6 -4 -1 4 


, 盏 = 





3 
1 6 -4 -1 4 


2 
和 关 0,4 的 3 阶 子 式 只 有 一 个 


2 .01 





| 二 | 人 
| 这 生生 | 人 全 | 反 王者， 天 人 
1 6 -4 -1 4 0 -16 12 8 -12 
1 6 -4 -1 4 6 -4 -1 4 
0 54 3 3 


7r4-47r2 0 0 0 4 -8 
0 0 0 4 -8 
因为 行 阶梯 形 和 矩阵 有 3 个 非 零 行 ,所 以 R(B)= 3. 


叫 驯 悟 一 
己 
己 
上 
1 
Oo 


1 -2 2 -1 1 

2 -4 8 0 2 
| 

3 -6 0 -6 4 
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求 矩 阵 4 及 和 矩阵 刀 =(4 ,0) 的 秩 ， 

解 ”对 妇 作 初等 行 变 换 变 为 行 阶梯 形 和 矩阵 , 设 如 的 行 阶梯 形 矩 阵 为 妨 = 
(和 5) , 则 和 就 是 4 的 行 阶梯 形 和 矩阵 , 故 从 吾 =(4,8) 中 可 同时 看 出 R(4) 
及 民 ( 瑟 )， 





2 
2 

及 = 
2 过 ;2 
3” =657， 00 
2 

232 
7 “0 全 
|0 0 0 
0 0 0 


因此 
R(4)=2， 有 R( 刀 )= 3. 
从 矩阵 召 的 行 阶梯 形 矩 阵 可 知 ,本 例 中 的 4 与 丸 所 对 应 的 线性 方程 组 
4x = 是 无 解 的 ,这 是 因为 行 阶 梯形 矩阵 的 第 3 行 表示 政 盾 方程 0= 1 


1 2 -1! 1 
3 2 人 一 1 遇 
-0 3 改 


下 1 2 -mn 
解 4 全 -|0 -4 A+3 -4| 全 -0 -4 A+3 | 


例 7 设 4= 





已 知 RC4)=2, 求 和 与 人 的 值 . 


0 -4 8 HA-5 0 0 5-A AH-l 
因 RC4)=2, 故 


5-A=0， 天 三 
| 
MA-L1=0， 成 沽 扑 
下 面 讨论 矩阵 的 秩 的 性 质 . 前 面 我 们 已 经 提出 了 矩阵 秩 的 一 些 最 基本 的 性 
质 , 归 纳 起 来 有 
GD 0 三 RO4 ) 三 mini mm. 
@R4 )=R(4)， 
@ 若 4~ 下 , 则 RC4)= 尺 ( 瑟 ). 
由 和 若 PO@ 可 逆 , 则 RCP4CO)=RC4). 
下 面 再 介绍 几 个 常用 的 矩阵 秩 的 性 质 : 


0 
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人 @) max|R(4) ,R()| 三 RC4,B) 三 RO4A)+R() ， 
特别 地 , 当 五 =2 为 非 零 列 向 量 时 ,有 
R(4) 三 RCI4,D) 三 R(4)+1， 
证 因为 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 总 是 (4, 好 ) 的 非 零 子 式 , 所 以 及 (4) < 
R(4, 嘱 ). 同 理 有 民 ( 互 ) 二 RC4, 刀 ). 两 式 合 起 来 , 即 为 
max| 尺 (4), 尺 ( 巨 )} 过 RC4,BB). 
设 RO4)=r,R(B)=L 把 4 和 妊 分 别 作 初 等 行 变换 化 为 行 阶梯 形 和 矩 蛛 亏 
和 因由 性 质 2,R(4 )=r,R(B)=1 故 么 和 祝 中 分 别 含 rx 个 和 :个 非 零 行 ,从 


而 划 中 只 含 re 个 非 行 ,并 县 [2 二 (人 .于 是 
驰 刀 " 已 
0 
R(4,B)= 台 有 了 癌 忆 下 <r4=RCA)+R(B) 汪 毕 
例如 令 
1] 0 0 ] 
0 0 ] 0 
则 
1 0 0 
oo | 中 wow 
0 人 
上 20- 1] 
R(4,C)= 凡 0 1 1|=2<RC4)+RCC)， 
0 0 划 








人 R(C4+ 刀 ) 三 R(4)+R(B). 


4+ 叉 
证 无 护 设 4, 尼 为 mxm 矩阵 - 对 算 阵 | 呈 | 作 初等 行 变换 nr， (Ci= 1， 
2,…,n) 即 得 


于 是 


14+ 有 4 Ra 人 、 由 @@ 
RC4+B) <R =4lz] -=R(47,BT)7=RC4T,BT) 三 ROC4T)+HRCBT) 
\ 


= 有 R(4)+R( 巨 ). 
后 面 我 们 还 要 介绍 两 条 常用 的 性 质 , 现 先 罗 列 于 下 : 
CRC4B)<min1R(4) ,R() ( 见 下 节 定 理 7). 


让 90 








$3 线性 方程 组 的 解 





若 4wBw=O, 则 R4)+R() 大 nm ( 见 下 章 例 13 ). 
例 8 设 4 为 寺 阶 矩阵 ,证 明 尺 (4+ 五 ) + 及 (人 4- 匹 ) 三 几 ， 
证 因 (4+ 巨 )+( 五 -4)= 2 已 ,由 性 质 @, 有 
尺 (4+ 匹 ) + 民 ( 歼 -4) 三 民 (2 五 ) = 了 0， 
而 RE-4)=RC4- 巨 ) ,所 以 
及 (4+ 瓦 )+ 尺 (4- 五 ) 三 刀 . 
例 9 证 明 : 和 若 4.Bw=C, 且 R4)=m, 则 RCB)=RCC). 


已 
证 因 RC4)=n, 知 4 的 行 最 简 形 矩阵 为 | 和 ) ,并 有 普 阶 可 逆 矩 阵 已， 


使 PMA= { .于 是 


PC=P4 刀 = 呈 jz- 


民 
由 矩阵 秩 的 性 质 国 , 知 RCC)= RCPC) ,而 no -=R(B) , 故 


RCICC)= 民 (了 已). 

本 例 中 的 矩阵 4 的 秩 等 于 它 的 列 数 ,这 样 的 矩阵 称 为 列 满 秩 矩 阵 . 当 4 为 
方 阵 时 , 列 满 秩 矩阵 就 成 为 满 秩 和 矩阵, 也 就 是 可 逆 和 矩阵 . 因此 ,本 例 的 结论 当 4 
为 方 阵 这 一 特殊 情形 时 就 是 矩阵 秩 的 性 质 亿 . 

本 例 另 一 种 重要 的 特殊 情形 是 C=O, 这 时 结论 为 

设 4B=O, 若 4 为 列 满 秩 矩 阵 , 则 巨 =O. 

这 是 因为 , 按 本 例 的 结论 ,这 时 有 R(B)=0, 故 下 =O. 这 一 结论 通常 称 为 矩 
阵 乘 法 的 消去 律 . 


8$3 线性 方程 组 的 解 


设 有 半 个 未 知 数 普 个 方程 的 线性 方程 组 
QIXI+QDX2 二 十 QI 三 ， 
Q21X1+a22X 十 十 Qi 三 0， 
(3 ) 
Q XI+QOX 二 十 QUX 二 
(3) 式 可 以 写成 以 向 量 x 为 未 知 元 的 向 量 方程 
4x =D， (4) 
第 二 章 中 已 经 说 明 ,线性 方程 组 (3 ) 与 向 量 方程 (4) 将 混同 使 用 而 不 加 区 分 , 解 


帮 9 


天 
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与 解 向 量 的 名 称 亦 不 加 区 别 . 

线性 方程 组 (3) 如 果 有 解 ,就 称 它 是 相 容 的 ;如 果 无 解 ,就 称 它 不 相 容 . 利用 
系数 矩阵 4 和 增 广 抢 阵 妃 = (4 ,0) 的 秩 , 可 以 方便 地 讨论 线性 方程 组 是 否 有 解 
( 即 是 否 相 容 ) 以 及 有 解 时 解 是 否 惟一 等 问题 ,其 结论 是 

定理 3 m 元 线性 方程 组 4r = 

(i) 无 解 的 充分 必要 条 件 是 R(A) <R(A,D) 

(ii) 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 R(A)= R(4 ,5)= mi 

(iii) 有 无 限 多 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)= R(4 ,5) <m 

证 “只 需 证 明 条 件 的 充分 性 ,因为 (iD) ,(ii) ,( 韦 ) 中 条 件 的 必要 性 依次 是 
(ii) (证 ) ,CD ( 证 ) ,Ci (ii) 中 条 件 的 充分 性 的 道 否 命题 . 

设 R(4)= r 为 叙述 方便 ,无 妨 设 巨 =(4,b) 的 行 最 简 形 矩阵 为 





1 0 0 0 dd 
0 1 0 0 
二 小河 1 下 
方 -= 
0 放 0 0 :0 4 
0 0 0 


人 0 0 
0 0 0 0 0 : 0 0 
(Ci) 若 RC4A)<R(), 则 如 中 的 dy=1, 于 是 砂 的 第 r+l 行 对 应 矛盾 方程 0 = 
1 , 故 方程 (4) 无 解 . 
(ii) 若 RC4)=R(), 则 进一步 把 如 化 成 行 最 简 形 矩阵 ,而 对 于 齐 次 线性 
方程 组 , 则 把 系数 矩阵 4 化 成 行 最 简 形 矩阵 . 
(四 ) 设 R44)=R(B)=7, 把 行 最 简 形 中 个 非 零 行 的 首 非 零 元 所 对 应 的 未 
知 数 取 作 非 自由 未 知 数 ,其余 mn-r 个 未 知 数 取 作 自由 未 知 数 ,并 令 自 由 未 知 数 分 
别 等 于 cc ,co 由 如 (或 4) 是 行 最 简 形 矩 阵 , 即 可 写 出 含 nn-r 个 参数 的 
通 解 . 
例 10 求解 齐 次 线性 方程 组 
xi+2x2z+2X3+ X%4 =0， 
2X1i+ 2 -2X3-2X4=0， 
j 二 0 一 4 和 一 3X%4 = 0， 


解 ”对 系数 矩阵 4 施行 初等 行 变 换 变 为 行 最 简 形 矩阵 


OA 
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1 2 2 1 1 2 2 1 
4=|2 1 -22 22| 公 |0 -3 .-6 -4 
3 0 8 
5 
2 
1 -人 人 1 0 
3-72 4 7 一 2r2 
mt(-3) 0 1 2 上 0 1 了 王 ， 
0 0 0 0 ER 


即 得 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 


由 此 即 得 
X1 二 2X3 二 ， 
(xa,x4 可 任意 取 值 ). 


Xa = 一 2X3 一 一 


3 
令 xs=cxs=c, 把 它 写 成 通常 的 参数 形式 


MX4 


站 二 2c+ 本 了 
X% = 一 2ci -本 2， 
0 
二 3 
其 中 ,ce 为 任意 实数 ,或 写成 向 量 形式 
5 5 
网 2c+ 本 2 5 
| -2 4 
|= 6 = Ci +cz| -3 |. 
3 
和 C1 0 0 
C)， ] 


例 11 求解 非 齐 次 线性 方程 组 


Xi1-2xX)+3x3 一 Xi =1， 
3%T 一 2 十 二 3X4 生 也 5 


2xi+ x+2X3 一 2X4=3. 


有 3 
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解 ”对 增 广 矩 阵 妃 施行 初等 行 变换 
1 -2 3 -l 1 
B=|3 -15 -3 2 
2 1 2 -2 3 


站 1 -2 3 
人 0 5 -4 0 -1| 冯 20 5 -4 
0 5 -4 0 1 0 0 00 


可 见 RG4)=2, 有 RR()= 3, 故 方程 组 无 解 . 
例 12 求解 非 齐 次 线性 方程 组 
J 二 3X 二 15 
3xi- % 一 3x3+4X4 =4， 
Xi+5x2 一 9X%3 一 8x4 = 0. 


解 ”对 增 广 和 矩阵 如 施行 初等 行 变 换 





1 3 2 国人 | 
B-|3 -1 -3 44| 公 |0 -4 6 7 
1 5 -9 -8 0 0 4 -6 -7 
11 -3 -1 1 
| 
ms(-4) 思 4 人 4 0 1 -一 
人 
00 0 0 0 站 
即 得 
刀 二 -了 本 
1 2 了 4 4 水 
3 0 
4 玫 ， 
X%a 一 :这 33 
MX4 三 MX4， 
亦 即 
也 本 
2 2 4 4 
2 3 7 1 
记 =c| 了 |tc| 于 |Hj- 本 | (cc es 玉 ). 
1 0 0 
X4 
0 1 0 


过 
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例 13 设 有 线性 方程 组 





(1+A )xi +XD +x4 =0， 
X1 十 (T+A )X， +X3 =3， 
光 +%2+(1T+A)x3 = 和， 


问 A 取 何 值 时 ,此 方程 组 (1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 解 ?并 在 有 无 
限 多 解 时 求 其 通 解 . 

解法 1 对 增 广 矩阵 如 =(4 ,2) 作 初等 行 变换 把 它 变 为 行 阶梯 形 和 矩阵, 有 
] + 人 1 ] 0 











1 区 
B=| 1 1 1 3| 二 | 1 1 1 
] ] 1+A 从 ] 十 人 1 1 0 
] ] ] 二 入 从 
泡 | 闪 -A 3 
0 -A -A(2+A) -A(CL+A) 
1 1 1+A 入 
全 0 和 -人 A 3 | 
人 人 





(1) 当 和 和 关 0 且 A 关 -3 时 ,RC4)=R(B)=3, 方 程 组 有 惟一 解 ; 
(2) 当 A=0 时 ,R4)=1,R(B)=2, 方 程 组 无 解 ; 

(3) 当 A=-3 时 ,R(4)=R(B)=2, 方 程 组 有 无 限 多 个 解 ,这 时 

术 00 下 

5 3 .9 和 国 本 1 


0 2027 20 者 0 0 0 0 


》 








由 此 便 得 通 解 


即 


%1 


和 三 区 三 业 5 
| (zx, 可 任意 取 值 )， 
1 


YX2 二 3 一 
-1 
-2|(ce 取 )， 
1 0 


解法 2 因 系 数 和 矩阵 4 为 3 阶 方 阵 , 故 有 R(4)<R(4,D):s3. 于 是 由 定 
理 3 , 知 方程 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 4 的 秋 RG(4)=3, 即 141 和 0. 而 


4 | 三 C 











3 


] + 和 1 1 ] 1 1 
Il41=| 1 ] +A 1 |=(3+A)|11 1+A 1 
1 + 人 ] 1 ] +A 


6 
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1 1 1 
=(3+A)|0 和 0|=(3+A) 和 ， 
0 0 入 
因此 , 当 入 #0 且 入 关 -3 时 ,方程 组 有 惟一 解 . 


当 和 =0 时 
国生 并 主 0 
B-=|1 1 1 3| 一 000 1|， 
1 1 1 0 0 0 0 0 
知 R(4)=1,R(B)=2, 故 方程 组 无 解 . 
当 入 =-3 时 
= 人 十， 下 5 TO TS 
B-| 1 -2 1 3| 一 0 1 -1 -2 
和 0 0 0 0 
知 民 (4)= 尺 (下 )= 2, 故 方程 组 有 无 限 多 个 解 , 且 通 解 为 
Xi si 
x% |=cl1j+-2|(ce 取 ). 
2 1 0 
比较 解法 1 与 解法 2, 显 见解 法 2 较 简单 .但 解法 2 的 方法 只 适用 于 系数 和 
阵 为 方 阵 的 情形 . 
对 含 参 数 的 矩阵 作 初等 变换 时 ,例如 在 本 例 中 对 矩阵 如 作 初 等 变换 时 ,由 


于 A+1,A+3 等 因 式 可 以 等 于 0, 故 不 宜 作 诸如 -Tax(A+1 ) ， 
:+(A+3) 这 样 的 变换 . 如 果 作 了 这 种 变换 , 则 需 对 A+1=0 (或 A+3=0) 的 情形 
另 作 讨论 . 因此 ,对 含 参 数 的 矩阵 作 初 等 变换 较 不 方便 . 

由 定理 3 容易 得 出 线性 方程 组 理论 中 两 个 最 基本 的 定理 ,这 就 是 

定理 4 元 齐 次 线性 方程 组 4z=0 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4 ) <m. 

定理 $ 线性 方程 组 4x=2 有 解 的 充分 必要 条 件 是 RI4)=RC4,D). 

显然 ,定理 4 是 定理 3(iii) 的 特殊 情形 ,而 定理 5 就 是 定理 3(i. 

为 了 下 一 章 论述 的 需要 ,下 面 把 定理 5 推广 到 和 矩阵 方程 

定理 6 移 阵 方程 4X= 刀 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)=RC4, 刀 ). 

证 设 4 为 mxn 和 矩阵 ,下 为 mx 和 矩阵, 则 于 为 axl 矩 阵 : 把 大 和 互 按 列 分 
块 , 记 为 


.76 . 














是 三 ( 汪 站 下 2 交 全 3 站 了 轴 三 (人 2) 
则 和 矩阵 方程 4 下 = 妨 等 价 于 /个 向 量 方程 
4x;=5， (i=1,2,…，, 门 . 
又 , 设 R(4)=r, 且 4 的 行 最 简 形 矩 阵 为 4, 则 4 有 > 个 非 零 行 , 且 的 后 
玫 -r 行 全 为 零 行 . 再 设 
(4,B)=(4;0 2 一 (有 7 ,D)， 
从 而 
(4;,0) 一 (47 ) (=1,2，…,7)， 
由 上 述 讨论 并 依据 定理 5 ,可 得 
4X= 丐 有 解 全 4xz;, = 有 解 (1=1,2,…,1) 
ceR(4,D)=R4) (=1,2 1) 
全 5 的 后 -r 个 元 全 为 零 (1=1,2，…,1) 
全 (0 ,2) 的 后 到 -=r 行 全 为 零 行 
全 RC4,B)=r=RC4). 证 毕 
利用 定理 6 ,容易 得 出 矩阵 的 秩 的 性 质 7, 即 
定理 7 设 4B=C, 则 RCC) 三 min|lR(4),R(CB) |. 
证 因 4B8=C, 知 矩阵 方程 4X=C 有 解 天 = 下, 于 是 据 定理 6 有 R(4)= 
R(4,C). 而 RCC)<R4,C) ,因此 RCC) 三 R(C4). 
又 B 4 =C ,由 上 段 证 明知 有 R(CCT) <R(BT) , 即 RCC) 三 R( 孔 ). 
综合 便 得 RCC) 三 miniR(4) ,R() 1. 证 毕 
定理 6 和 定理 7 的 应 用 ,我 们 在 下 一 章 中 讨论 , 


习 题 三 


1. 用 初等 行 变 换 把 下 列 矩 阵 化 为 行 最 简 形 矩阵 : 








1 0 2 -1l 02 -3 1 
(1)|2 0 3 | (2) |0 3 -4 
304 3 0 4 -7 -1 
1 -13 -4 3 2 3 1 -3 -7 
3 -35 -4 1 1 2 0 -2 -4 
〈3) (4) 
2 -2 3 -2 0 3 -2 8 3 0 
3 -3 4 -2 -1l 2 -37 4 3 
1 2 3 4 
2 ee 3 4 sse 为 行 最 简 形 和 矩阵 
5 人 3 2 
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-$ 全” 让 
3. 设 4= ] 
2 -1 1 


(1) 求 可 逆 矩 阵 忆 , 使 P4 为 行 最 简 形 和 矩阵; 
(2) 求 一 个 可 逆 矩 阵 双 .使 Q4 为 行 最 简 形 和 矩阵 . 
4. 试 利 用 和 矩阵 的 初等 变换 , 求 下 列 方 阵 的 逆 矩 阵 : 
3 -2 0 -l 
36291 
人 
o 1 中 (2) 
1 -2 -3 -2 
3 3 
1 
5. 试 利用 矩阵 的 初等 行 变 换 ,求解 第 2 章 习 题 二 第 15 题 之 (2 ) 





4 三 1 
6. (1) | : 小 2 中 sse 
3 本 3 -1 
01. .24 剖 
(2) ee 2 中 5-|: | , 求 下 使 X4=Bi 
人 2 
1 0 
(3) 加 0 1 es 天 
2 0 


7. 在 秩 是 的 矩阵 中 ,有 没有 等 于 0 的 1 阶 子 式 ?” 有 没有 等 于 0 的 上 阶 子 式 ? 
8. 从 和 矩阵 4 中 划 去 一 行 得 到 矩阵 妃 , 问 4, 刀 的 秩 的 关系 怎样 ? 
9. 求 作 一 个 秩 是 4 的 方 阵 , 它 的 两 个 行 向 量 是 
(1,0,1,0,0)，(1,-1,0,0,0)， 
10. 求 下 列 矩 阵 的 秩 : 


地 和 0 | 
(了 | 全 
1 3 44 和 
2 8 3 7 
六 350 5 
〈3 ) 
1 
1 032 0 


11. 设 4.B 都 是 mx 和 矩阵 ,证 明 4 ~ 如 的 充分 必要 条 件 是 RL4)= 尽 (3)， 


下 -2 3 
(1L) RC4)= 1; (2) RC4)= 2; (3) R44)= 3， 
13. 求解 下 列 齐 次 线性 方程 组 : 


下 
12. es- 2 了 mon 


78 











(1) /2x+ x+ 2-- X4 =0， 


Xi 20= ME=0， Xi+ 2x2+X 一 X4 =0， 
(2) 6x, -2 -3x4 =0， 


2xi+2x2+ x+2x4=0; Sxi+10x, +x3-Sx4 =0; 


2xi+3x2 一 %3 -7x4 =0， 3xi+ 4 - Sxi+ 7x4=0， 
3x,+ x+223 -7Tx4 =0， 2xi- 3x:+ 3x3- 2x4=0， 
(3) 〈4) 
4x+ 2 一 3x3+6x4 =0， 4xi+11x, -13x3+16x, =0， 
Xi 一 2xX+Sx3-Sx =0; TAXi= 2x+ 人 妇 二 3xi =0. 
14. 求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 : 
4xi+2z- z=2， 和 
X-27y+4z=-S ， 
(1) / 3x,- x+2x3 =10， (2) 
3x+87y-2z= 13 ， 
11x, +3x。， =8; 
4x- 7y+9z=-06; 
2x+ 7y- z+W0=1， 2x+ Y- z+ = 1， 
(3) /4x+27y-2z+W0=2， (4) /3x-27y+ z-30= 4， 
2x+ Yy- z-W=1; XY+47y-3z+Sw0= 一 2. 
15， 写 出 一 个 以 
2 -2 
-3 
| 了 | 
0 1 
为 通 解 的 齐 次 线性 方程 组 . 


16. 设 有 线性 方程 组 
1 A-l1 -2 3 1 
0 A-2 A+l ||” |=|3|， 
0 0 2A+l 八 xs 5 
问 A 为 何 值 时 (1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 解 ? 并 在 有 无 限 多 解 时 求 其 通 解 . 
17. A 取 何 值 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
AxXi+ x+ X%3=1， 
Xi1+AxX2z+ X3 = 人 ， 
Xi 十 Ma 十 AX3 一 人” 
(1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 个 解 ? 并 在 有 无 限 多 解 时 求 其 通 解 
18. 非 齐 次 线性 方程 组 
-2xi+ 22++ 和 三 -2， 
Mi 一 2x2+ 2 三 人， 
x+ -2x; = 和 2 


当 A 取 何 值 时 有 解 ? 并 求 出 它 的 通 解 
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19. 设 
(2-A 入 )xi+ 2x,- 2x;= 1， 
2x,+(5-A)x;- 4z2= 2， 
二 2 4xz+(5-A)x; =-A-1， 


问 A 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 惟一 解 .无 解 或 有 无 限 多 解 ? 并 在 有 无 限 多 解 时 求 其 通 解 . 
20. 证 明 R(4)= 1 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 零 列 向 量 & 及 非 零 行 向 量 妨 ,使 4=c2 
21. 设 4 为 列 满 秩 和 矩阵 ,4=C ,证 明 线 性 方程 Br=0 与 Czx=0 同 解 . 
22. 设 4 为 mx 矩阵 ,证 明 方 程 4X= 巨 。 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)= 靖 . 


:BO 








第 4 章 向 量 组 的 线性 相关 性 


$1 回 量 组 及 其 线性 组 合 


第 2 章 中 我 们 已 经 介绍 过 向 量 的 概念 , 现 再 叙述 如 下 : 

定义 工 愉 个 有 次 序 的 数 o ,o ,…，,a, 所 组 成 的 数组 称 为 维 向 量 , 这 并 个 
数 称 为 该 向 量 的 于 个 分 量 ,第 个 数 称 为 第 ;个 分 量 . 

分 量 全 为 实数 的 向 量 称 为 实 向 量 , 分 量 为 复数 的 向 量 称 为 复 向 量 . 本 书 中 除 
特别 指明 者 外 ,一 般 只 讨论 实 向 量 . 

! 维 向 量 可 写成 一 行 ,也 可 写成 一 列 . 按 第 2 章 中 的 规定 ,分 别称 为 行 向 量 
和 列 向 量 ,也 就 是 行 矩 阵 和 列 和 矩阵 ,并 规定 行 向 量 与 列 向 量 都 按 和 矩阵 的 运算 规则 
进行 运算 . 因此 ,m” 维 列 向 量 


与 n 维 行 向 量 
@ =(al oad，) 
总 看 做 是 两 个 不 同 的 向 量 ( 按 定义 1,a 与 应 是 同一 个 向 量 )， 

本 书 中 , 列 向 量 用 黑体 小 写字 母 ,bg,a,B 等 表示 , 行 向 量 则 用 ,六 ,ae ,DB 
等 表示 . 所 讨论 的 向 量 在 没有 指明 是 行 向 量 还 是 列 向 量 时 ,都 当 作 列 向 量 . 

在 解析 几何 中 ,我 们 把 “ 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 " 叫 做 向 量 ,并 把 可 随意 平 
行 移动 的 有 向 线段 作为 向 量 的 几何 形象 . 在 引进 坐标 系 以 后 ,这 种 向 量 就 有 了 坐 
标 表 示 式 一 一 三 个 有 次 序 的 实数 ,也 就 是 本 书 中 的 3 维 向 量 . 因此 , 当 m<3 时 ,mn 
维 向 量 可 以 把 有 向 线段 作为 几何 形象 ,但 当 >3 时 愤 维 向 量 就 不 再 有 这 种 几何 
形象 ,只 是 治 用 一 些 几 何 术 语 罢 了 . 

几何 中 光 空 间 " 通 常 是 作为 点 的 集合 , 即 构成 “空间 ”的 元 素 是 点 ,这 样 的 空 
间 叫 做 点 空间 . 我 们 把 3 维 向量 的 全 体 所 组 成 的 集合 

及 ”= 1r=(xz,y,z) 1xz,y,zE 取 | 
叫做 3 维 向 量 空间 . 在 点 空间 取 定 坐标 系 以 后 ,空间 中 的 点 P(x,y,z) 与 3 维 向 
量 r=(xz,y,z) 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 ,因此 ,向 量 空间 可 以 类 比 为 取 定 了 坐标 


和 
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系 的 点 空间 . 在 讨论 向 量 的 运算 时 ,我们 把 向 量 看 作 有 向 线段 ;在 讨论 向 量 集 时 ， 
则 把 向 量 了 看 作 以 z 为 向 径 的 点 已 ,从 而 把 点 书 的 轨迹 作为 向 量 集 的 图 形 . 例如 
厅 =1P(xz,y,z)1ax+py+cz=d| 

是 一 个 平面 (a,b，,ce 不 全 为 0) ,于 是 向 量 集 
1r=(x,y,z) 7 1ax+py+cz=d| 
也 叫做 向 量 空间 下 中 的 平面 ,并 把 立 作为 它 的 图 形 . 
类 似 地 ,m 维 向 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 


有限" ={z=(xz xx E 取 | 
叫做 半 维 向 量 空间 . 维 向 量 的 集合 
1 ,x ) axi+aax 二 +Ta 二 中 | 


叫做 半 维 向 量 空间 下" 中 的 ”-1 维 超 平面 . 

若干 个 同 维 数 的 列 向 量 ( 或 同 维 数 的 行 向 量 ) 所 组 成 的 集合 叫做 向 量 组 . 例 
如 一 个 mx 矩阵 的 全 体 列 向 量 是 一 个 含 个 严 维 列 向 量 的 向 量 组 , 它 的 全 体 行 
向 量 是 一 个 含 柬 个 于 维 行 向 量 的 向 量 组 . 又 如 线性 方程 4wxz=0 的 全 体 解 当 
R(4)< 时 是 一 个 含 无 限 多 个 于 维 列 向 量 的 向 量 组 . 

下 面 我 们 先 讨论 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 ,以 后 再 把 讨论 的 结果 推广 到 含 
无 限 多 个 向 量 的 向 量 组 . 

和 矩阵 的 列 向 量 组 和 行 向 量 组 都 是 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 ;反之 ,一 个 含有 
限 个 向 量 的 向 量 组 总 可 以 构成 一 个 矩阵 . 例如 

普 个 于 维 列 向 量 所 组 成 的 向 量 组 4:a ,as ，…，,an 构成 一 个 "xm 矩阵 

4=(aa Qi 
凡 个 寻 维 行 向 量 所 组 成 的 向 量 组 B:B， ,B: ，…,B。 ,构成 一 个 mx 矩阵 
Bi 

| 








有 


pB。 
总 之 ,含有 限 个 向 量 的 有 序 向 量 组 可 以 与 矩阵 一 一 对 应 . 
定义 2 ”给 定向 量 组 4:a ,ea ,…,an ,对 于 任何 一 组 实数 请, 户 , ,如 , 表 
达 式 
大 CQ 十 记 QD 十 十 大 QT 
称 为 向 量 组 4 的 一 个 线性 组 食 ,局 , 忆 ，…, 训 称 为 这 个 线性 组 合 的 系数 . 
给 定向 量 组 4:a, ,oa ，…,a。 和 向 量 , 如 果 存 在 一 组 数 Ai,A;，…,A。, 使 


和 
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有 =AiGI+A2 GTT…+AG， 
则 向 量 丸 是 向 量 组 4 的 线性 组 合 , 这 时 称 向 量 避 能 由 向 量 组 4 线性 表示 . 
问 量 迟 能 由 向 量 组 4 线性 表示 ,也 就 是 方程 组 
X1G1+X202 二 + Q = 尺 
有 解 . 由 上 章 定 理 5 ,立即 可 得 
定理 1 向 量 能 由 向 量 组 4:a ,a, ,…,a, 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 和 矩 
阵 4=(o,o ,…,an) 的 秩 等 于 矩阵 巨 = (al ,ao ,… ,av ,2) 的 秩 . 
定义 3 设 有 两 个 向 量 组 4:a， 0 0 及 已 :D， ,0 0 若 妃 组 中 的 每 
个 向 量 都 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 则 称 向 量 组 妃 能 由 向 量 组 4 线性 表示 . 若 向 
量 组 4 与 向 量 组 中 能 相互 线性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 等 价 . 
把 向 量 组 4 和 至 所 构成 的 矩阵 依次 记 作 4 = (aa ,aa ) 和 巨 =(0， 
思 2 ,…,0)， 向 量 组 妃 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 即 对 每 个 向 量 思 (7=1,2,…,1) 存 
在 数 语 记 ,使 


从 
j， 
忆 =AQI TorG2 二 二 wiiGn = (Qi 02 nn 1) 3 让 | 过 
[mw 
从 而 
11 记 2 夺 
夺 天 人 玉 
(2 DDN)= (aa 0 ) - 之 和 
aa Aw 


这 里 ,矩阵 玉 w=( 司 ) 称 为 这 一 线性 表示 的 系数 矩阵 . 
由 此 可 知 , 若 Cu =4。Bis, 则 矩阵 C 的 列 向 量 组 能 由 矩阵 4 的 列 向 量 组 
线性 表示 ,如 为 这 一 表示 的 系数 矩阵 : 


1 Da Di 
0 2 

(cc 0)= (aaa 1) < 辣 - 3 
on 0 2 有 


同时 ,C 的 行 向 量 组 能 由 如 的 行 向 量 组 线性 表示 ,4 为 这 一 表示 的 系数 矩阵 : 


. 83 . 
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久 证 
2 六 洒 ai 5 DB 
信人 8: 

设 和 矩阵 4 与 下 行 等 价 , 即 和 矩阵 4 经 初等 行 变换 变 成 矩阵 互 , 则 至 的 每 个 行 
向 量 都 是 4 的 行 向 量 组 的 线性 组 合 , 即 召 的 行 向 量 组 能 由 4 的 行 向 量 组 线性 表 
示 . 由 于 初等 变换 可 逆 , 知 矩阵 召 亦 可 经 初等 行 变换 变 为 4, 从 而 4 的 行 疝 量 组 
也 能 由 瑟 的 行 向 量 组 线性 表示 . 于 是 4 的 行 向 量 组 与 如 的 行 向 量 组 等 价 . 

类 似 可 知 , 若 矩阵 4 与 召 列 等 价 , 则 4 的 列 向 量 组 与 召 的 列 向 量 组 
等 价 . 

句 量 组 的 线性 组 合 线性 表示 及 等 价 等 概念 ,也 可 移 用 于 线性 方程 组 :对 方 
程 组 4 的 各 个 方程 作 线性 运算 所 得 到 的 一 个 方程 就 称 为 方程 组 4 的 一 个 线性 组 
合 ; 若 方程 组 巨 的 每 个 方程 都 是 方程 组 4 的 线性 组 合 , 就 称 方程 组 妃 能 由 方程 
组 4 线性 表示 ,这 时 方程 组 4 的 解 一 定 是 方程 组 已 的 解 ; 若 方程 组 4 与 方程 组 有 
能 相互 线性 表示 ,就 称 这 两 个 方程 组 可 互 推 , 可 互 推 的 线性 方程 组 一 定 同 解 . 

按 定义 3 ,向 量 组 B:0 ,2D,…，,2 能 由 向 量 组 4:a,a,，…,an 线性 表示 ,其 
含义 是 存在 矩阵 玉 , 使 ( 放 2)= (an ) 天 ,也 就 是 矩阵 方程 

(ad 0 ) 有 =(D 0 0) 
有 解 . 由 上 章 定 理 6 ,立即 可 得 

定理 2 向 量 组 B: 包 ,2 ,…,2 能 由 向 量 组 4:w,w ,…,an 线性 表示 的 充 
分 必要 条 件 是 矩阵 4= (ai,a ,…,an) 的 秩 等 于 矩阵 (4 ,再 )=(@，… ,an Di …， 
5) 的 秩 , 即 RC4)=R4, 已 )， 

推论 “向量 组 4:a, ,ws ,…,a，, 与 向 量 组 B: ,六 ,…,2 等 价 的 充分 必要 条 
件 是 

R(4)= 尺 ( 妃 )=RC4, 刀 ) ， 
其 中 4 和 妃 是 向 量 组 4 和 忆 所 构成 的 矩阵 . 
证 ” 因 向 量 组 4 与 向 量 组 如 能 相互 线性 表示 ,依据 定理 2, 知 它们 等 价 的 充 
分 必要 条 件 是 
R(4)=R(4,B) 且 R(CB)=RB,4)， 
而 R(4,B)=R(B,4), 合 起 来 即 得 充分 必要 条 件 为 
R(4)=RCB)=RC4,B). 证 毕 


.84 ， 
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例 1 设 
| ] ] ] 
] 2 -1 0 
41 三 ，02 三 ，403 二 ，20 = 9 
2 中 洒 4 3 
2 3 0 1 


证 明 向 量 巡 能 由 向 量 组 w ,ea; ,as; 线性 表示 ,并 求 出 表示 式 . 
解 ”根据 定理 1, 要 证 算 阵 4=(a,o,a) 与 了 =(4,2) 的 秩 相 等 . 为 此 ,把 
下 化 成 行 最 简 形 矩阵 : 





和 Ti 10 3 2 
下 0 二 
22143520 | 全 0 0 7 
2 人 2 0 0 0 0 
可 见 ,RC4)= 民 (下 ) ,因此 ,向 量 必 能 由 向 量 组 e ,a, ,as 线性 表示 . 
XI1 
由 上 述 行 最 简 形 矩阵 ,可 得 方程 (wa ,oa ,as )| x, | =2 的 通 解 为 
X3 
2 二 3 了 22 Se 
二 = 加 | 
2 1 0 C 
其 中 可 任意 取 值 ,从 而 得 表示 式 


XI1 


=(a,a 03)| xx | =(-3c+2)ai+(2c-1)a, +ca3. 


X3 
例 2 设 
1 3 2 ] 3 
-1 1 0 1 一 1 
Ci = ， 想 7 三 = .05 ，D， = 
1 1 1 ”10 2 
=1 3 1 2 0 


证 明 向 量 组 w, ,a; 与 向 量 组 2 ,2 ,2 等 价 . 
证 记 4=(a,o) ,下 =(2 23). 根据 定理 2 的 推论 ,只 要 证 R(4)= 
R(ZB)=RC4A,B). 为 此 把 矩阵 (4 , 吾 ) 化 成 行 阶梯 形 和 矩阵 : 


.85 . 
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1 3 2 二 了 马 1 ,二 和 3 
-1 1 01 -=-! 0 并 F 2 2 OCS 
(4 , 妃 )= SN 2 
0 0 -2 -1 =- -| 0 0 0 0 0 
= -3 1 之 0 6 .3 23 3 0. ,0.020..0 


可 见 ,R(4)=2,R(4, 了 B)= 2. 

容易 看 出 矩阵 五 中 有 不 等 于 0 的 2 阶 子 式 , 故 尺 ( 至 ) 二 2. 又 

及 ( 妃 ) 三 RO4, 忆 )= 2， 
于 是 知 R()= 2. 因此 ， 
R(4)= 尺 ( 刀 )=RC4, 刀 ) ， 

故 向 量 组 w ,oa, 与 向 量 组 六 ,2 ,2 等 价 . 

定理 3 设 向 量 组 有: 思 ,2 ,…,D 能 由 向 量 组 4:a,a,…,an 线性 表示 , 则 
民 (D DDN) 近 民 (aa 1Gn) 

证 记 4=(al,a an) ,2B=( 20). 按 定理 的 条 件 , 根 据 定 理 2 有 
R(4)=RC4,B) ,而 尺 () 三 RO4 ,8) ,因此 

及 ( 妃 ) 二 RO4). 证 毕 

前 面 我 们 把 定理 1 与 上 章 定理 5 对 应 ,把 定理 2 与 上 章 定理 6 对 应 ,而 定理 3 
可 与 上 章 定理 7 对 应 .事实 上 , 按 定理 3 的 条 件 , 知 有 和 抢 阵 天 ,使 互 =4 瑟 ,从 而 根据 
上 章 定 理 7, 即 有 尺 (至 ) 和 RC4). 

上 述 各 定理 之 间 的 对 应 ,其 基础 是 向 量 组 与 矩阵 的 对 应 ,从 而 有 下 述 对 应 : 

句 量 组 有 : 访 ,六 ,…，;,D 能 由 向 量 组 4:a ,a ,… ,an 线性 表示 

全 有 矩阵 玉 , 使 召 =4 天 

侣 方程 4 和 = 妃 有 解 . 

上 述 对 应 的 三 种 叙述 都 可 对 应 到 充分 必要 条 件 :R(4)=R(C4, 下 ) ,并 都 有 必 
要 条 件 :R(4) 三 R( 巨 ). 这 里 ,第 一 种 可 称 为 几何 语言 ,后 两 种 以 及 充分 必要 条 件 
和 必要 条 件 则 都 是 矩阵 语言 . 我 们 要 掌握 用 矩阵 语言 表述 几何 问题 ,还 要 掌握 用 
几何 语言 来 解释 矩阵 表述 的 结论 . 

上 一 章 中 把 线性 方程 组 写成 矩阵 形式 ,通过 和 矩阵 的 运算 求 得 它 的 解 , 还 用 托 
阵 的 语言 给 出 了 线性 方程 组 有 解 ` 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 ; 本 章 中 将 向 量 组 的 
问题 表述 成 矩阵 形式 ,通过 和 抢 阵 的 运算 得 出 结果 ,然后 把 矩阵 形式 的 结果 ” 翻 
译 ” 成 几何 问题 的 结论 . 这 种 用 和 抢 阵 来 表述 问题 ,并 通过 矩阵 的 运算 解决 问题 的 
方法 ,通常 叫做 矩阵 方法 ,这 正 是 线性 代数 的 基本 方法 ,读者 应 有 意识 地 去 加 强 
这 一 方法 的 练习 . 

例 3 设 维 向 量 组 4:ai ,ea ,…，,an 构成 mxmm 和 抵 阵 4=(a as， an ) 


GT 
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阶 单位 矩阵 吾 =(el,e,…,e,) 的 列 向 量 叫做 二 维 单位 坐标 向 量 .证明 : 
! 维 单位 坐标 向 量 组 el ,e:,…,e, 能 由 向 量 组 4 线性 表示 的 充分 必要 条 件 
是 R(4)= 灾 

证 ”根据 定理 2, 向 量 组 e,e;,…,e, 能 由 向 量 组 4 线性 表示 的 充分 必要 条 
件 是 RC4)=R(C4, 巨 ). 

而 R(4, 巨 ) = 尺 ( 巨 )=7 ,又 矩阵 (4, 殖 ) 含 交行 , 知 R4A, 巨 ) 入 7, 合 起 来 有 
R(4A ,已 )=7L. 因此 条 件 R4)=RC4, 巨 ) 就 是 RO4A)= 并 

本 例 所 证 结论 用 和 矩阵 语言 可 叙述 为 

对 和 矩阵 4,，, 存 在 矩阵 天，, 使 4 玉 = 瑟 ,的 充分 必要 条 件 是 R(4)= 也 可 
叙述 为 

矩阵 方程 4, 下 = 瓦 , 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)= 半 (参见 第 3 章 习题 三 
第 22 题 ). 


8$2 回 量 组 的 线性 相关 性 


定义 4 给 定向 量 组 4:a ,ea ,an 如果 存 在 不 全 为 零 的 数 后 , 刁 ，…， 

/ ,使 
Qi+Aa +…+Q =0， 

则 称 向 量 组 4 是 线性 相关 的 ,否则 称 它 线 性 无 关 . 

说 向 量 组 @ ,os ，…,aw 线性 相关 ,通常 是 指 闯 宇 2 的 情形 ,但 定义 4 也 适用 
于 闷 =1 的 情形 . 当 冯 =1 时 ,向 量 组 只 含 一 个 向 量 ,对 于 只 含 一 个 向 量 a 的 向 量 
组 , 当 &=0 时 是 线性 相关 的 , 当 a 夫 0 时 是 线性 无 关 的 . 对 于 含 两 个 向 量 we ,a; 的 
句 量 组 , 它 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 w ,oa 的 分 量 对 应 成 比例 ,其 几何 意义 是 
两 向 量 共 线 . 三 个 向 量 线性 相关 的 几何 意义 是 三 向 量 共 面 . 

向 量 组 4:a ,4 ,…,4aw ( 杰 二 2) 线性 相关 ,也 就 是 在 向 量 组 4 中 至 少 有 一 个 
向 量 能 由 其 余 -1 个 向 量 线性 表示 . 这 是 因为 

如 果 向 量 组 4 线性 相关 , 则 有 不 全 为 0 的 数 语 , 态 ,…, 避 使 大 ai+ 
ja2+…+QG =0. 因 太 , 记 ,不 全 为 0, 不 妨 设 后 和 0, 于 是 便 有 


0 
局 
即 w 能 由 ,…,aw 线性 表示 . 
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如 果 向 量 组 4 中 有 某 个 向 量 能 由 其 余 普 -1 个 向 量 线性 表示 ,不妨 设 o, 能 

由 ca, ,…,a,， 线性 表示 , 即 有 A ,Ai 使 ,= 和 ai+…+A， IC， 于 是 
Ai+…+A IC I+( -1)a =0， 

因为 AAAwi-L 这 普 个 数 不 全 为 0 (至 少 -1 关 0) ,所 以 向 量 组 4 线性 相关 . 

向 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 也 可 移 用 于 线性 方程 组 . 当 方 程 组 中 
有 某 个 方程 是 其 余 方程 的 线性 组 合 时 ,这 个 方程 就 是 多 余 的 ,这 时 称 方程 组 (各 
个 方程 ) 是 线性 相关 的 ; 当 方 程 组 中 没有 多 余 方 程 , 就 称 该 方程 组 (各 个 方程 ) 线 
性 无 关 ( 或 线性 独立 ). 显然 ,方程 组 4z = 刀 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 
刀 ?=(4,2) 的 行 向 量 组 线性 相关 。 

向 量 组 4: ,as ，…,an 构成 矩阵 4=(a ,aa ,an) ,向量 组 4 线性 相关 ,就 
是 齐 次 线性 方程 组 

XI1QI+X 0 +… 和 + =(0， 

即 4x=0 有 非 零 解 . 由 上 章 定 理 4, 立 即 可 得 

定理 4 向 量 组 4: ,wa ,…,4aw 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 它 所 构成 的 矩 
阵 4=(c,w, ,an) 的 秩 小 于 向 量 个 数 mm; 向 量 组 4 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 
是 R(4)= 7. 

例 4 ， 试 讨论 ” 维 单位 坐标 向 量 组 的 线性 相关 性 . 

解 寻 维 单位 坐标 向 量 组 构成 的 矩阵 

鳌 =(ej,e,，…，,e,) 

是 寺 阶 单位 矩阵 .由 1I 忆 1=1 关 0, 知 尽 ( 五 )=, 即 民 ( 五 ) 等 于 癌 量 组 中 向 量 个 数 ， 
故 由 定理 4 知 此 向 量 组 是 线性 无 关 的 ， 


例 S 已 知 
] 0 2 
aj=|1|，a=|2|1，ai=|4|， 
1 3 7 


试 讨论 向 量 组 w ,w ,as 及 向 量 组 w@ ,a， 的 线性 相关 性 ， 
解 ” 对 矩阵 (ea ,oa ,as ) 施 行 初 等 行 变 换 变 成 行 阶梯 形 和 矩阵 , 即 可 同时 看 出 
矩阵 (oa ,oa ,as ) 及 (ai ,a: ) 的 秩 , 利 用 定理 4 即 可 得 出 结论 ，. 


和 让 
(wasa)=|1 2 4| 全 -|0 2 2| 一 -lo 2 :|， 
0 0 5 5 0 0 0 
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可 见 有 aa ,as)=2, 故 向 量 组 wl ,ea ,as 线性 相关 ;同时 可 见 R(a ,oa )= 
2, 故 向 量 组 w ,a, 线性 无 关 ， 
例 6 已 知 向 量 组 we ,wa ,ai 线性 无 关 ,D =ai+a ,D =a+a ,DO =a+a , 试 证 
向 量 组 ,2 ,2 线性 无 关 . 
证 1 设 有 >x ,xx; 使 
xD HtD =0， 
即 
xi( QI+G; ) + (0 +G3 ) + (ai+Q )= 0， 
亦 即 
(xi+x3 )GI+(Xi+X )Q+(x + )a3 =0， 


因 wa, ,a, ,a; 线性 无 关 , 故 有 
X1 十 %3 =0.， 
十 XY> 二 人 


Xv+X =0 
2 十 X3 ， 


1 0 忆 
下 下风 
0 .于 


的 行列 式 | 玉 |=2 关 0 , 故 方程 组 只 有 零 解 w =x =x =0, 所 以 向 量 组 加 ,5 ,2 线 
性 无 关 . 
证 2 把 已 知 的 三 个 向 量 等 式 写成 一 个 矩阵 等 式 


1] 0 1 
1 业 -@15 
0 1 


记 作 如 =4K. 设 Bz=0, 以 如 =4 开 代入 得 4(CKr)= 0. 因 为 矩阵 4 的 列 向 量 组 线 
性 无 关 ,根据 向 量 组 线性 无 关 的 定义 , 知 Kxr=0. 又 因 1I 玉 1=2 天 0, 知 方程 Kxz=0 只 
有 和 零 解 X=0. 所 以 矩阵 召 的 列 向 量 组 记 ,2 ,2 线性 无 关 . 

证 3 把 已 知 条件 合 写成 


由 于 此 方程 组 的 系数 矩阵 





《0 ,0 ,53 ) = (ai ,da ,03 ) 





0 
(2 人 放 业 05 
人 秆 . 








记 作 刀 =4K. 因 1 天 1=2 关 0, 知 改 可 逆 , 根 据 上 章 所 述 和 矩阵 秩 的 性 质 四 
知 R(B)=R(C4). 
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因为 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 ,根据 定理 4 知 R4)=3, 从 而 尽 ( 互 )=3, 再 由 
定理 4 知 召 的 3 个 列 向 量 线性 无 关 , 即 训 ,2 ,2 线性 无 关 . 

本 例 给 出 三 种 证 法 ,这 三 种 证 法 都 是 常用 的 .证 1 是 按 线性 相关 性 的 定义 ， 

过 向 量 的 运算 得 到 以 天 为 系数 矩阵 的 齐 次 方程 ,再 把 问题 转化 为 它 只 有 零 
， 和 证 3 都 首先 把 已 知 三 个 向 量 等 式 合 并 成 矩阵 等 式 , 立 即 得 到 抢 阵 天; 
之 后 ,证 2 把 证 明 向 量 组 线性 无 关 转 化 为 证 明 齐 次 方程 没有 非 零 解 ,因而 去 考察 
方程 Bx =0, 证 3 用 了 和 拖 阵 的 秩 的 有 关 知 识 ,还 用 了 定理 4, 从 而 可 以 不 涉及 线性 
方程 而 直接 证 得 结论 ， 

线性 相关 性 是 向 量 组 的 一 个 重要 性 质 , 下 面 介 绍 与 之 有 关 的 一 些 简单 的 结论 . 

定理 $S (1) 若 向 量 组 4:w, ,…,an 线性 相关 , 则 向 量 组 B:a ,，…,av,awi 也 
线性 相关 . 反之 , 若 向 量 组 8 线性 无 关 , 则 向 量 组 4 也 线性 无 关 . 

(2) 奴 个 守 维 向 量 组 成 的 向 量 组 , 当 维 数 半 小 于 向 量 个 数 普 时 一 定 线性 相 
关 . 特别 地 2+1 个 友 维 向 量 一 定 线性 相关 . 

(3) 设 向 量 组 4:a ,ww ,…,4a。 线性 无 关 , 而 向 量 组 B:a,…,av ,2 线性 相 
人 8 必 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 且 表 示 式 是 惟一 的 . 

证 ”这些 结 论 都 可 利用 定理 4 来 证 明 . 

(1) 记 4=(a ,aa) ,有 =(a 4 4) ,有 民 ( 瑟 ) 达 RO4)+1L. 因 向 量 
组 4 线性 相关 , 故 根据 定理 4, 有 R(4)<m, 从 而 有 R( 下 ) 大 RG4)+L<m+l, 因 此 根 
据 定理 4 知 向 量 组 妃 线 性 相关 . 
绪论 (1) 是 对 向 量 组 增加 1 个 向 量 而 言 的 ,增加 多 个 向 量 结论 也 仍然 成 立 立 . 
即 设 向 量 组 4 是 回 量 组 如 的 一 部 分 (这 时 称 向 量 组 4 是 向 量 组 中 的 部 分 组 ) 

是 结论 (1) 可 一 般 地 叙述 为 :一 个 向 量 组 知 有 线性 相关 的 部 分 组 , 则 该 
性 相关 . 特别 地 , 含 零 向 量 EN 时 组 必 线 性 相关 . 一 个 向 量 组 若 线性 无 关 , 则 它 的 
任何 部 分 组 都 线性 无 关 . 

(2) 严 个 到 维 向 量 wa ,an 构成 矩阵 4 = (aa dan) ， 有 
RR(4) 三 . 当 m<m 时 ,有 R4A)<m 故 闯 个 向 量 aa ,4 线性 相关 . 

(3) 记 4=(a man) ,=(a an 坟 ), 有 R(4) 三 RN) 因 问 量 组 4 线 
性 无 关 , 有 R(4)=m; 因 向 量 组 妃 线 性 相关 ,有 尽 ( 吾 ) <m+1. 所 以 站 过 尽 ( 吾 ) <m+ 
1, 即 有 民 ( 马 )= 闯 

由 R4)= 尺 ( 马 )= 闷 ,根据 上 章 定 理 3 , 知 方程 组 

(ai ，…,Q，)XY = 
有 惟一 解 , 即 向 量 迟 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 且 表 示 式 是 惟一 的 . 证 毕 
例 7 设 向 量 组 we ,a; ,as 线性 相关 , 回 量 组 w ,as ,as 线性 无 关 ,证明 : 
(1) w 能 由 ,as 线性 表示 ; 








。0900 . 
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(2) a: 不 能 由 @ ,oa ,4 线性 表示 ， 

证 (1) 因 aas,a; 线性 无 关 , 由 定理 5(1) 知 ww ,as 线性 无 关 , 而 wa;， 
4a; 线性 相关 ,由 定理 5(3) 知 w 能 由 w, ,a; 线性 表示 . 

(2) 用 反 证 法 . 假设 wa, 能 由 w ,w ,as 表示 ,而 由 (1) 知 w 能 由 ,as 表示 ， 
因此 a, 能 由 wm ,a; 线性 表示 ,这 与 w ,a; ,as 线性 无 关 矛 盾 . 故 w 不 能 由 w ,a;， 
wa; 线性 表示 . 


8$3 回 量 组 的 秩 
在 上 两 节 的 讨论 中 ,向 量 组 只 局 限于 含有 限 个 向 量 . 现在 我 们 将 去 掉 这 一 限 


制 :向 量 组 可 以 含 无 限 多 个 向 量 . 
例如 


贞 


全 加 全 一 (人 


就 是 这 样 的 向 量 组 . 因为 它们 都 是 二 维 向 量 组 ,由 定理 5 之 (2), 知 向 量 组 4 或 
向 量 组 妃 中 任意 三 个 向 量 都 是 线性 相关 的 ;但 进一步 从 线性 无 关 部 分 组 所 会 向 
量 的 个 数 来 看 就 不 一 样 了 :向 量 组 妃 中 有 含 两 个 向 量 的 线性 无 关 部 分 组 ,如 


] 2 
| ,3 但 癌 量 组 二 中 任何 含 两 个 向 量 的 部 分 组 都 是 线性 相关 的 ,换言之 只 组 


中 只 有 最 多 含 一 个 向 量 的 线性 无 关 部 分 组 ,而 刀 组 中 却 有 最 多 含 两 个 向 量 的 线 
性 无 关 部 分 组 . 

上 一 章 中 ,我 们 引入 了 和 抢 阵 的 最 高 阶 非 零 子 式 ,并 把 它 的 阶 数 定义 为 矩阵 的 
秩 , 它 在 前 两 节 向 量 组 线性 表示 和 线性 相关 性 的 讨论 中 起 了 十 分 重要 的 作用 。 
现在 , 按 向 量 组 与 矩阵 的 对 应 ,特别 把 含 最 多 个 向 量 的 线性 无 关 部 分 组 与 最 高 阶 
的 非 零 子 式 相对 应 ,就 可 将 秩 的 概念 引进 向 量 组 . 

定义 设 有 向 量 组 4, 如 果 在 4 中 能 选 出 -个 向 量 ac ,as ，… ,满足 

(i) 向 量 组 4,:a ,wa ，…，,a, 线性 无 关 ; 

(ii) 向 量 组 4 中 任意 r+l 个 向 量 ( 如 果 4 中 有 r+l 个 向 量 的 话 ) 都 线性 相关 ， 
那么 称 向 量 组 4, 是 向 量 组 4 的 一 个 最 大 线性 无 关 向 量 组 (简称 最 大 无 关 组 ) ， 
最 大 无 关 组 所 含 向 量 个 数 > 称 为 向 量 组 4 的 秩 , 记 作 尺 ,. 

只 含 零 向 量 的 向 量 组 没有 最 大 无 关 组 ,规定 它 的 秩 为 0. 
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] 
根据 定义 5, 本 节 一 开始 给 出 的 向 量 组 4 的 秩 尺 =1， 全 是 它 的 一 个 最 大 


1 殉 
无 关 组 ;向 量 组 下 的 秩 有 ,= 2， | 四 是 它 的 一 个 最 大 无 关 组 ,显然 两 者 的 最 


大 无 关 组 都 不 惟一 (甚至 都 有 无 限 多 个 ). 

大 向 量 组 4 线性 无 关 , 则 4 自身 就 是 它 的 最 大 无 关 组 ,而 其 秩 就 等 于 它 所 含 
向 量 的 个 数 . 

向 量 组 4 和 它 自 己 的 最 大 无 关 组 4, 是 等 价 的 . 这 是 因为 4, 组 是 4 组 的 一 
个 部 分 组 , 故 4, 组 总 能 计 4 组 线性 表示 (4 中 每 个 向 量 都 能 由 4 组 表示 ) ;而 由 
定义 5 的 条 件 (ii) 知 ,对 于 4 中 任 一 向 量 ae,r+l 个 向 量 ww ,，…，,a,& 线性 相关 ,而 
4 ，…,4%; 线性 无 关 , 根 据 定理 5 (3) 知 a 能 由 ai,…,a; 线性 表示 , 即 4 组 能 
4, 组 线性 表示 .所 以 4 组 与 4, 组 等 价 .mm 维 向 量 组 4 可 能 含有 许多 个 甚至 无 限 
多 个 向 量 , 但 4, 至 多 含 半 个 向 量 . 用 4 来 “代表 "4 ,就 把 4 组 的 问题 转化 为 相应 
的 4 组 的 问题 了 . 

上 述 结论 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 , 即 能 与 向 量 组 自身 等 价 的 线性 无 关 部 分 组 
一 定 是 最 大 无 关 组 , 现 把 它 作 为 定理 3 的 推论 叙述 如 下 : 

推论 (最 大 无 关 组 的 等 价 定义 )” 设 向 量 组 4,:a ,w ,…,aw, 是 向 量 组 4 的 
一 个 部 分 组 , 且 满 足 

(i) 向 量 组 4, 线性 无 关 ; 

(ii) 向 量 组 4 的 任 一 向 量 都 能 由 向 量 组 4, 线性 表示 ， 
那么 向 量 组 4, 便 是 向 量 组 4 的 一 个 最 大 无 关 组 . 

证 只 要 证 向 量 组 4 中 任意 r+l 个 向 量 线性 相关 . 设 六 , 思 ,…,5 ,是 4 中 
任意 r+1 个 向 量 , 由 条 件 (ii) 知 这 r+l 个 向 量 能 由 向 量 组 4, 线性 表示 ,从 而 根据 
定理 3, 有 

及 CD,D 0) 三民 Ca ap，,Q )=， 
再 据 定 理 4 知 r+l 个 向 量 六 ,2 ,… ,2 线性 相关 . 因此 向 量 组 4v 满足 定义 5 所 
规定 的 最 大 无 关 组 的 条 件 . 证 毕 

下 面 给 出 分 别 按 定义 5 和 它 的 等 价 定义 求 向 量 组 的 秩 的 例题 . 

例 8 全 体 志 维 向 量 构成 的 向 量 组 记 作 玉 " , 求 及 "的 一 个 最 大 无 关 组 及 下" 的 秩 . 

解 在 例 4 中 ,我 们 证 明了 维 单位 坐标 向 量 构成 的 向 量 组 

厂 二 1 的 可， 
是 线性 无 关 的 ,又 根据 定理 5 的 结论 (2) , 知 尽 "中 的 任意 n+1 个 向 量 都 线性 相 
关 , 因 此 向 量 组 五 是 及 "的 一 个 最 大 无 关 组 ,上 且 尽 " 的 秩 等 于 灾 
显然 ,下 "的 最 大 无 关 组 很 多 ,任何 半 个 线性 无 关 的 二 维 向 量 都 是 术 " 的 最 大 
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无 关 组 . 
例 9 设 齐 次 线性 方程 组 





Xi+2x)+ %3 -2X4=0， 


2Xi +3x， -- % =0， 





Xi 一 %) 一 3X%3+7X4 =0 
的 全 体 解 向 量 构成 的 向 量 组 为 3, 求 $ 的 秩 . 
解 ” 先 解 方程 ,为 此 把 系数 矩阵 4 化 成 行 最 简 形 矩阵 : 

















2 3 
二 |12 320 人 | 辣 0 : 相 
1 -1 -5 7 0 -3 -6 9 0 0 0 0 
Xi 三 3x3 一 4x4 ， 
ee 
令 自 由 未 知 数 *; =cl ,xs =c: ,得 通 解 
生 3 -4 
X2 一 2 


3 
三 CI 十 C2 0 《二 为 任意 常数 ) ， 


3 ] 
2 0 1 
' 把 上 式 记 作 =ci 志 +cxe， 知 
={xz=ciei+ceslcc ee 及 | ， 
即 $ 能 由 向 量 组 专 ,# 线性 表示 . 又 因 专 , 志 的 四 个 分 量 显 然 不 成 比例 , 放 专 ,6 
线性 无 关 . 因此 根据 最 大 无 关 组 的 等 价 定义 知 专 , 纪 是 3 的 最 大 无 关 组 ,从 
而 及, 二 2， 

对 于 只 含有 限 个 款 维 向 量 的 向 量 组 4:a ,oa ,an 它 可 以 构成 矩阵 4 = 
(ao ,an). 把 定义 5 与 上 章 矩 阵 的 最 高 阶 非 零 子 式 及 抢 阵 的 秩 的 定义 作 比 
较 ,容易 想到 向 量 组 4 的 秩 就 等 于 矩阵 4 的 秩 , 即 有 

定理 6 矩阵 的 秩 等 于 它 的 列 向 量 组 的 秩 ,也 等 于 它 的 行 向 量 组 的 秩 . 

证 设 4=(aa an),R4)=r, 并 设 r 阶 子 式 忆 , 关 0. 根据 定 理 4, 由 
忆 , 关 0 知 刀 , 所 在 的 > 列 构 成 的 axr 和 托 阵 的 秩 为 ,故此 > 列 线性 无 关 ; 又 由 4 中 
所 有 r+1 阶 子 式 均 为 零 , 知 4 中 任意 r+l 个 列 向 量 构成 的 mx(Cr+l) 和 天 阵 的 秩 
<r+1 ,故此 r+1l 列 线性 相关 . 因此 忆 , 所 在 的 > 列 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 
关 组 ,所 以 列 向 量 组 的 秩 等 于 

类 似 可 证 矩阵 4 的 行 向 量 组 的 秩 也 等 于 RC4). 证 毕 
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今后 向 量 组 @ ,oa ,… ,an 的 秩 也 记 作 Ra ,aa ，… ,an )， 

从 上 述 证 明 中 可 见 : 若 妈 ,是 矩阵 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 , 则 疡 , 所 在 的 > 
列 即 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 , 忆 , 所 在 的 > 行 即 是 4 的 行 向 量 组 的 一 
个 最 大 无 关 组 . 这 一 事实 在 下 面 的 例题 中 得 到 应 用 . 

例 10 设 和 矩阵 
2 -1 -=-! 1 之 
1 1] -2 1 4 
4 -6 2 -2 14 
3 6 -9 wa 
求 矩 阵 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 不 属于 最 大 无 关 组 的 列 向 量 用 最 
大 无 关 组 线性 表示 . 

解 ， 对 4 施行 初等 行 变换 变 为 行 阶梯 形 矩 阵 ( 参 看 第 3 章 $1 引 例 ) 
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LT 21 
1 

2 ea 
0 0 让 4 让 3 


知 RG4)=3, 故 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 含 3 个 向 量 . 而 三 个 非 零 行 的 首 非 零 元 在 
1,2,4 三 列 , 故 aa ,as 为 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 . 
为 把 4 ,45 用 ai ,wa :44 线性 表示 ,把 4 再 变 成 行 最 简 形 矩阵 


0 
几 ER 

4 2 9? 
0 0 01 -3 

0 0 00 0 


把 上 列 行 最 简 形 矩阵 记 作 吾 = (2 ,2 ,2 ,0 ,2 ) ,由 于 方程 4xz=0 与 Bz=0 同 解 ， 
即 方程 


XI1GI+X2G2 +X3G3 +TX404+X505 =0 


Xi10) +xX20 +X3D3+X4D4+TX5D =0 
同 解 , 因 此 向 量 el ,as ,as ,as ,as 之 间 的 线性 关系 与 向 量 六 ,六 ,2 ,0 ,2 之 间 的 
线性 关系 是 相同 的 . 现在 
一 1 


.94 . 





S3 向 量 组 的 秩 





0 =40) +35， 一 3D，， 
因此 
ai =-QI-0 ， 05=4ai+3a2 一 304. 

本 例 的 解法 表明 :如 果 和 矩阵 4 与 也 ww 的 行 向 量 组 等 价 (这 时 齐 次 线性 方程 
组 4hxz=0 与 Br=0 可 互 推 ) , 则 方程 4x=0 与 Bz=0 同 解 ,从 而 4 的 列 向 量 组 各 向 
量 之 间 与 如 的 列 向 量 组 各 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 . 如 果 互 是 一 个 行 最 简 形 
矩阵, 则 容易 看 出 五 的 列 向 量 组 各 向 量 之 间 的 线性 关系 ,从 而 也 就 得 到 4 的 列 
向 量 组 各 向 量 之 间 的 线性 关系 (一 个 向 量 组 的 这 种 线性 关系 一 般 很 多 ,但 只 要 
求 出 这 个 向 量 组 的 最 大 无 关 组 及 不 属于 最 大 无 关 组 的 向 量 用 最 大 无 关 组 线性 表 
示 的 表示 式 , 有 了 这 些 ,就 能 推 知 其 余 的 线性 关系 )， 

依据 向 量 组 的 秩 的 定义 及 定理 6 可 知 前 面 介 绍 的 定理 1.2.3、.4 中 出 现 的 矩 
阵 的 秩 都 可 改 为 向 量 组 的 秩 . 例如 定理 2 可 氢 述 为 

定理 2′ 向 量 组 妨 , 思 ,…, 有 能 由 向 量 组 w ,wa ,…,4， 线性 表示 的 充分 必 
要 条 件 是 





Ra 0 三民 (G1530252055750) 

这 里 记号 Ra ,ea ，…,an) 既 可 理解 为 矩阵 的 秩 ,也 可 理解 成 向 量 组 的 秩 ， 

前 面 我 们 建立 定理 1.2.3 时 ,限制 向 量 组 只 含有 限 个 向 量 ,现在 我 们 要 去 掉 
这 一 限制 ,把 定理 1.2 .3 推广 到 一 般 情 形 . 推广 的 方法 是 利用 向 量 组 的 最 大 无 关 
组 作 过 渡 . 下 面 仅 推广 定理 3 ,定理 1 和 2 的 推广 请 读者 自行 完成 . 

定理 3' 若 向 量 组 妃 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 则 Re 三 R, 

证 设 R=s,Ros=t, 并 设 向 量 组 4 和 的 最 大 无 关 组 依次 为 

4:ai ap 10， 和 Bo:D,D…，,D，， 
由 于 向 量 组 B, 能 由 向 量 组 下 表示 ,向 量 组 妃 能 由 向 量 组 4 表示 ,向 量 组 4 能 由 
向 量 组 4, 表示 ,因此 向 量 组 Bu 能 由 向 量 组 44 表示 ,根据 定理 3, 有 
民 (D,D ,0) 近 Ra aa 4,) ， 

即 过 4. 证 毕 

今后 ,定理 3 与 3' 将 不 加 区 别 , 都 称 定理 3. 定理 1 和 2 与 推广 后 的 定理 也 不 
加 区 别 . 

例 11 设 向 量 组 妃 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 且 它 们 的 秩 相等 ,证明 向 量 组 4 
与 向 量 组 中 等 价 . 

证 ” 设 向 量 组 4 和 巨 合 并 成 向 量 组 C ,根据 定理 2, 因 吾 组 能 由 4 组 表示 ， 
故 尽 ,=R ,又 已 知 Re=R, 故 有 R=Rs=Rc 根据 定 理 2 的 推论 , 知 4 组 与 妃 组 
等 价 . 
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$4 线性 方程 组 的 解 的 结构 


在 上 一 草 中 ,我们 已 经 介绍 了 用 和 矩阵 的 初等 变换 解 线性 方程 组 的 方法 ,并 建 
芯 了 两 个 重要 定理 , 即 

(1) 个 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 kx =0 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 
和 矩阵 的 秩 R(4 ) <m. 

(2) 对 个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 hr = 尺 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩 
阵 4 的 秩 等 于 增 广 矩 阵 吾 的 秩 , 且 当 R(4)= 尺 (下 )= 交 时 方程 组 有 惟一 解 , 当 
R44)=R( 吾 )=7r<m 时 方程 组 有 无 限 多 个 解 . 

下 面 我 们 用 向 量 组 线性 相关 性 的 理论 来 讨论 线性 方程 组 的 解 . 先 讨 论 齐 次 
线性 方程 组 ， 

设 有 章 次 线性 方程 组 

CI1X1+Qi2X2 十 +QC YX =0， 


Q2iX1+C22X2 二 …++02 =0， 


Cd 
QiXiI+Qn2X2 二 十 Qonxn 0， 
记 
QI Qi Qi XI 
这 于 Q21 人 22 5 2 
Q 1 Qnm Cnmn 多 
则 (1) 式 可 写成 向 量 方程 
47=(. (2) 
各 Xi =t ao =e = 为 (1) 的 解 , 则 
& 
X= 志 | = 
《全 


称 为 方程 组 (1) 的 解 向 量 , 它 也 就 是 向 量 方程 (2) 的 解 . 
根据 向 量 方 程 (2) ,我 们 来 讨论 解 向 量 的 性 质 . 
性 质 1 若 z= 纪 ,=t& 为 向 量 方程 (2) 的 解 , 则 x= 纪 +e, 也 是 向 量 方程 (2) 

的 解 . 


0 
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证 ”只 要 验证 x=e&i+e, 满足 方程 (2) : 
4(Eit+e)=4z+4zc =0+0=0. 证 毕 
性 质 2 ” 若 x=#&, 为 向 量 方程 (2) 的 解 ,为 实数 , 则 xz= 妓 ,也 是 向 量 方程 
〈2) 的 解 . 
证 ”只 要 验证 x= 周 ,满足 向 量 方程 (2) : 
4( 妈 | )=46)= 大 0=0. 证 毕 
把 方程 (2) 的 全 体 解 所 组 成 的 集合 记 作 $, 如 果 能 求 得 解 集 $ 的 一 个 最 大 无 
关 组 Su,:E ,过 ，, 那 么 方程 (2) 的 任 一 解 都 可 由 最 大 无 关 组 $ 线性 表示 ; 必 
一 方面 ,由 上 述 性 质 1.2 可 知 ,最 大 无 关 组 Su 的 任何 线性 组 合 
大 = 大 过 + 记 志 二 二 才 ，，( 有 为 任意 实数 ) 
都 是 方程 (2) 的 解 ,因此 上 式 便 是 方程 (2) 的 通 解 ， 
齐 次 线性 方程 组 的 解 集 的 最 大 无 关 组 称 为 该 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 
由 上 面 的 讨论 可 知 ,要 求 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 ,只 需求 出 它 的 基础 解 系 . 
上 一 章 我 们 用 初等 变换 的 方法 求 线性 方程 组 的 通 解 ,下面 我 们 用 同一 方法 
来 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 
设 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 4 的 秩 为 ,并 不 妨 设 4 的 前 > 个 列 向 量 线性 无 
关 , 于 是 4 的 行 最 简 形 矩阵 为 
人 | 人 0 太 wo。 





0 ] D 人 
及 = 3 
0 0 
0 0 
与 召 对 应 , 即 有 方程 组 
Xi 三 一 1Xrtl 和 ， 
(3 ) 

和 二 关 这 本 


把 xm…,x， 作为 自由 未 知 数 , 并 令 它 们 依次 等 于 cl ,…,c 可 得 方程 组 (1) 的 
通 解 
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和 -0 一 Da 一 0 
和 一 0， 一 0 一 4 
Xr+l | 三 Cl 1 十 C> 0 十 0 
黎 0 1 0 
区 0 0 ] 























把 上 式 记 作 
夺 =C 志 二 Ca 二 

可 知 解 集 $ 中 的 任 一 向 量 x 能 由 志 ， 纪 ,…, 志 线性 表示 ,又 因为 矩阵 (二 ， 
二 中 有 mr 阶 子 式 | 瓦 1 天 0, 故 民 ( 志 0 )=m-r 所 以 去 ， 
二 ,线性 无 关 . 根据 最 大 无 关 组 的 等 价 定义 , 即 知 专 ,所 ,，…, 二 ,是 解 集 $ 
的 最 大 无 关 组 , 即 专 , 纪 ，…, 志 ,是 方程 组 (1) 的 基础 解 系 . 

在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 先 求 出 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 , 再 从 通 解 求 得 基础 解 
系 . 其 实 我 们 也 可 先 求 基础 解 系 , 再 写 出 通 解 . 这 只 需 在 得 到 方程 组 (3 ) 以 后 , 令 
自由 未 知 数 xx xz， 取 下 列 n-r 组 数 


Xr+1 0 0 
和 1+2 0 1 0 
区 0 0 ] 
由 (3) 即 依次 可 得 
1 一 0 -Da 一 
区 一 一 0 一 
合 起 来 便 得 基础 解 系 
一 0 -0i2 一 pi 
一 2 一 2 一 4 
宙 =| 1 | 和 =| 0 | 和 志 = 
0 | 
0 0 1 
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依据 以 上 的 讨论 ,还 可 推 得 

定理 7 设 普 xn 矩阵 4 的 秩 R(4)=r, 则 半 元 齐 次 线性 方程 组 hxz=0 的 解 
集 $ 的 秩 尺 ,=7m- 

当 RG4)= 时 ,方程 (1) 只 有 零 解 ,没有 基础 解 系 ( 此 时 解 集 $ 只 含 一 个 零 
向 量 ); 当 R4)=r<cz 时 ,由 定理 7 可 知 方程 组 (1) 的 基础 解 系 含 "-r 个 向 量 . 因 
此 ,由 最 大 无 关 组 的 性 质 可 知 ,方程 组 (1) 的 任何 mr 个 线性 无 关 的 解 都 可 构成 
它 的 基础 解 系 . 并 由 此 可 知 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 并 不 是 惟一 的 , 它 的 通 解 
的 形式 也 不 是 惟一 的 . 

例 12 求 齐 次 线性 方程 组 
Xi+ %2 一 % 一 MX =0， 


2x1-5x2)+3x3+2x4 =0， 





7xi -7x +3x3+ X%4 =0 
的 基础 解 系 与 通 解 . 
解 ” 对 系数 和 阵 4 作 初 等 行 变换 变 为 行 最 简 形 天 阵 , 有 
1 1] -1 =-1 1 1 -1 -=-! 
0 -7 习 | 


2 -5 3 2 
放生 3 1 0 -14 10 


rm2-2rl 
一 ~ 一 
m9-7rl 


一 











3 
| 
7 


1 1 -1 -=-! 7 
3 一 272 rs(-7) 4 
下 


, 即 得 基础 解 系 


必 
oo 
站 
AS 
1 

Am 

汲 
an 
一” 避 
Ne 

注 

汉 

二 

民 

蚤 
人 
信 了 
ww | 

渤 
| 下 | 叫 
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2 3 
于 汉 
和 
4 = 7 |， 4 = 7 |， 
] 0 
0 1 
并 由 此 写 出 通 解 
之 了 
学 1 7 7 
342 9 4 
=cl 7 |+cz| 7 (ci cze 了 肥 )。 
5 
1 0 
4 
0 ] 


上 一 章 中 线性 方程 组 的 解法 是 从 ( * ) 式 写 出 通 解 ( 从 通 解 的 表达 式 即 可 得 
基础 解 系 ) ,现在 从 (* ) 式 先 取 基 础 解 系 ,再 写 出 通 解 ,两 种 解法 其 实 没 有 多 
少 差别 . 





X3 1 ] 
根据 ( * | | j 现 | .对 应 得 
届 一 


了 = 二 
Xi 7 7 
- 及 ， 
辐 间 | “| 于 
7 声 
即 得 不 同 的 基础 解 系 

Rs 

7 7 

9 1 
TI=|7|，72=| 7 了 
] 1 

1 一 1] 





从 而 得 通 解 
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了 _ 工 
入 7 7 
2 9 1 本 
= 让 了 |+ 训 | 了 (ij E 取 )。 
3 
1 1 
MX4 
1 -1 


显然 志 ,, 与 9 ,7 是 等 价 的 ,两 个 通 解 虽然 形式 不 一 样 , 但 都 含 两 个 任意 党 
数 , 且 都 可 表示 方程 组 的 任 一 解 . 

上 述 解 法 中 ,由 于 行 最 简 形 和 矩阵 的 结构 ,*, 总 是 选 为 非 自由 未 知 数 . 对 于 解 
方程 来 说 ,*; 当然 也 可 选 为 自由 未 知 数 . 如 果 要 选 *, 为 自由 未 知 数 , 那 么 就 不 能 
采用 上 述 化 系数 和 矩阵 为 行 最 简 形 和 矩阵 的 “标准 程序 ”, 而 要 稍 作 变化 ,对 系数 抑 
阵 4 作 初 等 行 变换 时 , 先 把 其 中 某 一 列 (不 一 定 是 第 一 列 ) 化 为 (1,0,0) . 如 本 
例 中 第 四 列 数值 较 简 ,容易 化 出 两 个 0: 

记 “ 于 -2 人 -5 201 
本 | 4 -3 1 0 
0 oo000 


2 =<5 3 2 4 -3 1 0 
了 ， 沪 1 3 -6 2 0 
上 式 最 后 一 个 矩阵 虽 不 是 行 最 简 形 抢 阵 ,但 也 具备 行 最 简 形 矩阵 的 功能 . 按照 这 
个 抢 阵 , 取 * ,zx 为 自由 未 知 数 , 便 可 写 出 通 解 
Ce 





r2+2r1 
2 
7r3+r1 


7r1s(=IL) 


人 4 = 


7 

















(xx 可 任意 取 值 ) ， 


4 三 9%1 一 2X5 


即 
2 1 0 
X2 0 1 站 
三 而 十 C (cl ce 了 芭 ) ， 
2 一 4 3 
而 对 应 的 基础 解 系 为 
I 0 
0 1 
-4| ”| 3 
5 =2 


定理 7 不 仅 是 线性 方程 组 各 种 解法 的 理论 基础 ,在 讨论 向 量 组 的 线性 相关 
性 时 也 很 有 用 . 
例 13 设 4,B,v,=O, 证 明 R(4)+R( 甩 ) < 六 
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证 记 如 =(2 ,22) , 则 
4(D DDN)=(0,0,…,0)， 
即 
48.=0 (i=1,2,…，,1)， 
表明 矩阵 召 的 ! 个 列 向 量 都 是 齐 次 方程 4xz=0 的 解 . 记 方 程 4z=0 的 解 集 为 $, 由 
DeS, 知 有 尽 (D ,5) 过 民 ,, 即 民 ( 妇 ) 大 及 而 由 定理 7 有 民 (4)+R, =m，, 故 
尽 (4)+ 民 (至 ) 去 几 
例 14 设 并 元 齐 次 线性 方程 组 4x=0 与 Bz=0 同 解 ,证 明 R(4)= 民 ( 瑟 ). 
证 ”由 于 方程 组 4z=0 与 Bz=0 有 相同 的 解 集 , 设 为 $, 则 由 定理 7 即 
有 R(4)= mn=-R,,R( 了 B)=m-R 因此 R(4)= 尺 (万 )， 
本 例 的 结论 表明 , 当 和 矩阵 4 与 召 的 列 数 相 等 时 ,要 证 RC4)=R(B) ,只 需 证 
明 齐 次 方程 4z=0 与 Brz=0 同 解 . 
例 1$S 证 明 RC44)=RC4). 
证 ”根据 例 14 的 结论 , 往 证 齐 次 方程 4x=0 与 (4.4)z=0 同 解 : 
若 z 满 足 4x=0, 则 有 47(4z)=0, 即 (474)x=0; 
若 x 满 足 (474)z=0, 则 xf"(474)xz=0, 即 (4xr)7(4r)=0, 从 而 4zr=0 (人 参 
看 第 2 章 例 19 )， 
综 上 可 知 方程 组 hzx=0 与 (4 4)xz=0 同 解 ,因此 RC474)=R(4). 
下 面 讨 论 非 齐 次 线性 方程 组 . 
设 有 非 齐 次 线性 方程 组 
Qi1XI+Qi2MX2 十 … 十 QiX 一 0 ， 
CQ21X1 十 Q2X2 十 十 0 MX 二 D， 
(4) 
QIXI+QC MD 十 … 二 QUX 一 D， 
它 也 可 写作 向 量 方程 
4xz=D， (5 ) 
向 量 方程 (5) 的 解 也 就 是 方程 组 (4) 的 解 向 量 , 它 具有 
性 质 3 设 x=7 及 xz=7; 都 是 向 量 方程 (5 ) 的 解 , 则 x=7,-7， 为 对 应 的 齐 
次 线性 方程 组 


4xz=0 (6 ) 
的 解 . 
证 4(71-72)=471-47: =2-0=0， 
即 zx=7-7， 满足 方程 (6). 证 毕 


性 质 4 设 x=7 是 方程 (5) 的 解 ,zx= 专 是 方程 (6) 的 解 , 则 xz=*#+7 仍 是 方程 
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(5 ) 的 解 . 
证 4(E+7)=4zE+47=0+D=7， 

即 x= 志 +? 满足 方程 (5). 证 毕 
于 是 ,如果 求 得 方程 (5 ) 的 一 个 解 ( 称 为 特 解 ) ,那么 方程 (5) 的 通 解 为 


二 = 太志 过 (为 任意 实数 ) ， 
其 中 志 ，… 汉 ,是 方程 (6) 的 基础 解 系 . 
事实 上 ,由 性 质 4 知 上 式 右 端 向 量 总 是 方程 (5) 的 解 ; 反 过 来 , 设 z 为 方程 
(5) 的 任 一 解 . 由 性 质 3 知 六 -7 是 方程 (6) 的 解 ,从 而 可 由 其 基础 解 系 线性 
表示 为 
区 下 ” 下 攻 二 1 基于 二 和， 
即 
2 = 思 ” 十 拉 志 十 友 志 十 十 有 过， 
至 此 我 们 已 得 到 了 非 齐 次 线性 方程 的 解 的 结构 : 
非 齐 次 方程 的 通 解 = 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 + 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 . 
例 16 求解 方程 组 


Xi-X2 一 Xi+ X%4 = 0， 
Xi-X2+ X%3-3x4 = 1， 

1 
X1-%a2 一 2X3+3X4 二 一 让， 


解 ” 对 增 广 矩阵 如 施行 初等 行 变换 : 


1 -1 -=-! 1 0 1 -1 -=-! 1 0 
万 - 1 -=-1 1 -3 ] 5 0 0 2 -4 ] 
加 风 寺 1 
冯 区 二 | 
1 1 少 3 7 0 0 7 
1 
1] -1 0 -1 一 
2 
2 1 
222 1 0 1 -2 一 | 
73+r2 2 
0 0 0 0 0 


可 见 R4)=R(B)=2, 故 方程 组 有 解 ,并 有 


1 
4%1 三 %2 十 %4 十 一 


2 


3 二 


2 


LO03- 
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取 x 2 三 %4 二 0 , 则 X1 二 4%3 二 = 过, 即 得 方程 组 的 一 个 解 


X1 三 X2 十 X4 ， 


王 


在 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 


MX 三 2X4 


加 -全 允 相国 z， 


即 得 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 


1 1 
1 0 
= 0 》 2 = 2 》 
0 ] 
于 是 所 求 通 解 为 
寺 
Xi 1 1 2 
充 ， ] 0 0 二 
=C1 十 C2 十 (cl,c E 了 到 )， 
Xi3 0 几 
罗 0 1 |“ 
0 


8$5 回 量 空间 


本 音 $1 中 把 维 向 量 的 全 体 所 构成 的 集合 及 "叫做 半 维 向 量 空间 . 下 面 介 
绍 向 量 空间 的 有 关 知 识 . 

定义 6 设 了 为 慰 维 向 量 的 集合 ,如 果 集 合 了 非 空 , 且 集合 了 了 对 于 向 量 的 加 
法 及 数 乘 两 种 运算 封闭 ,那么 就 称 集 合 了 为 向 量 空间 . 

所 谓 封 闭 ,是 指 在 集合 了 中 可 以 进行 向 量 的 加 法 及 数 乘 两 种 运算 . 具体 地 
说 ,就 是 : 蔡 aeFpesr, 则 aa+pey;i 若 wey,AERR, 则 AaeD 

例 17 3 维 向 量 的 全 体 玉 是 一 个 向 量 空间 . 因为 任意 两 个 3 维 向 量 之 和 仍 
然 是 3 维 向 量 , 数 义 乘 3 维 向 量 也 仍然 是 3 维 向 量 ,它们 都 属于 玉 .我 们 可 以 用 
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有 向 线段 形象 地 表示 3 维 向量 , 从 而 向 量 空间 玉 可 形象 地 看 作 以 坐标 原点 为 起 
点 的 有 向 线 段 的 全 体 . 由 于 以 原点 为 起 点 的 有 向 线段 与 其 终点 一 一 对 应 ,因此 
信也 可 看 作 取 定 坐 标 原点 的 点 空间 ， 

类 似 地 , 维 向 量 的 全 体 玉 "也 是 一 个 向 量 空间 . 不 过 当 ">3 时 , 它 没 有 直观 


的 几何 意义 . 
例 18 集合 


={xz=(0x 1 E 肥 | 
是 一 个 向 量 空间 . 因为 其 a=(0,o ,oa ) EeeyD=(0,0, 思 ) ET,AE 
及 , 则 
CT+D8=(0,a+D pa,+D ) ET 了， 
AL=(0,Ad ,Ada) ET 
例 19 集合 
7Y=ixzx=(1,>x，… ,7X ) xx E 了 及 
是 向 量 空间 ,因为 若 a=(1,o ao) <eP 则 
24=(2,20 ,…,20) ”ET 
例 20 元 章 次 线性 方程 组 的 解 集 
={|xzlI4xz=0| 
是 一 个 向 量 空间 ( 称 为 齐 次 线性 方程 组 的 解 宝 间 ), 因为 由 齐 次 线性 方程 组 的 解 
的 性 质 1 和 性 质 2, 即 知 其 解 集 $ 对 向 量 的 线性 运算 封闭 
例 21 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 
S=|xl4r=D| 
不 是 向 量 空间 . 因为 当 3 为 空 集 时 ,$ 不 是 向 量 空间 ; 当 S 非 空 时 , 若 7eS, 则 
4(27)= 28 天 六 , 故 27 e 5. 
例 22 设 4&,2 为 两 个 已 知 的 款 维 向 量 ， 
了 =ix=Aa+ULDIA ERRI 
是 一 个 向 量 空间 . 因为 若 xz =Aia+wB ,rz = 和 AQ+A,E 开 , 则 有 
ee 
x = (HA )e+(CHu )5E 太 
个 向 量 空间 称 为 由 向 量 &,2 所 生成 的 向 量 空间 . 
一 般 地 ,由 向 量 组 w ,ws ，…,4w 所 生成 的 向 量 空间 为 
了 < 及 | . 
例 23 设 向 量 组 cl，…,an 与 向 量 组 ,2, 等 价 , 记 
思 =|z=AGI+ TAG IAA ER 有 | ， 


记 =|=NIDT HU IAA E 玉 | ， 
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试 证 三 及。 

证 设 xe 广 , 则 xz 可 由 wen 线性 表示 . 因 @ ,an 可 由 已 ,…，,0, 线 
性 表示 , 故 z 可 由 及 ,…),2, 线 性 表示 ,所 以 ze 疡 :这 就 是 说 , 若 ze 六 , 则 ze 六， 
因此 二 GE. 

类 似 地 可 证 : 若 xs 疡 , 则 xs 六 ,因此 疡 GE 忆 . 

因为 怀 GE 万 ,万 EZ 所 以 大 = 万 . 

定义 7 设 有 向 量 空间 太 及 态 , 若 太 SG 太 ,就 称 凡 是 态 的 子 空 间 . 

例如 任何 由 半 维 向 量 所 组 成 的 向 量 空间 岂 总 有 TSER ,这 样 的 向 量 空间 总 
是 丰 “的 子 空 间 . 据 此 可 知 , 例 18、 例 20、 例 22 中 的 向 量 空间 均 是 及 "的 子 空 间 . 

定义 8 设 了 为 向 量 空间 ,如 果 个 向 量 @ ,ws ，…,a,sT, 且 满足 

(i) wa ，…,a, 线性 无 关 ; 

(ii) 中 任 一 向 量 都 可 由 w ,ea ,…，,4; 线性 表示 ， 
那么 , 问 量 组 wa ,4 就 称 为 向 量 空间 了 的 二 个 基 ,r 称 为 句 量 空间 了 的 维 
数 ,并 称 了 为 了 维 向量 空 间 . 

如 果 向 量 空间 站 没有 基 ,那么 地 的 维 数 为 0.0 维 向 量 空间 只 含 一 个 零 向 
时 0. 

大 把 向 量 空间 了 看 作 向 量 组 , 则 由 最 大 无 关 组 的 等 价 定义 可 知 , 的 基 就 是 
向 量 组 的 最 大 无 关 组 , 的 维 数 就 是 向 量 组 的 秩 . 

例如 ,由 例 8 知 , 任 何 半 个 线性 无 关 的 款 维 向 量 都 可 以 是 向 量 空间 玉 " 的 一 
个 基 , 且 由 此 可 知 术 " 的 维 数 为 mm, 所 以 我 们 把 及 " 称 为 于 维 向 量 空间 . 

又 如 ,向 量 空间 





={z=(0, 1 了 肥 | 
的 一 个 基 可 取 为 es = (0,1,0,…,0) ,…，,ev=(0,…,0,1) . 并 由 此 可 知 它 
是 "-1 维 向 量 空间 . 
设 由 向 量 组 wa ,wa ,…,&, 所 生成 的 向 量 空间 
了 =1xz=AiGI+A GT …+AG AAA ER 及 | ， 
显然 向 量 空间 元 与 向 量 组 w ,as ,… ,an 等 价 , 所 以 向 量 组 w ,wa :… ,an 的 最 大 无 
关 组 就 是 工 的 一 个 基 , 回 量 组 el ,az ,，…，,an 的 秩 就 是 工 的 维 数 . 
若 向 量 组 w ,wa ,…，,a, 是 向 量 空间 了 的 一 个 基 , 则 了 可 表示 为 
TY=|xz=Aai+…+Aa AAAE 玉 | ， 


即 闻 是 基 所 生成 的 向 量 空间 ,这 就 较 清楚 地 显示 出 向 量 空间 了 的 构造 . 
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例如 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 S= 1zl4r=0|, 若 能 找到 解 空间 的 一 个 基 


4 5 则 解 空间 可 表示 为 


= | 并 =ci 志 +Cc 志 二 二 ci 攻 ， 1ci ca ，…，C CA < 了 及 |. 


定义 9 如 果 在 向 量 空间 交友 训 有 了 中 任 一 向 量 


x 可 惟一 地 表示 为 
X=AIGI+A2 GD 二 十 和,G，， 


数组 人 二 六 本 风 称 为 向 量 量 x 在 基 ai ,Ga ，…，,a， 中 的 坐标 . 


特别 地 ,在 对 维 向 量 空间 尽 " 中 取 单 位 坐标 向 量 组 el ,es,…,e, 为 基 , 则 以 


MX1，X2 Mn 为 分 量 的 向 量 x, 可 表示 为 


盛 =X1eI+Xe) 十 十 Xe 


“有 


见 向 量 在 基 el ,e; ,…，,e， 惠风 昌林 部 是 谈 向 是 前 分量 因此 ,e,e;,，…，,e, 叫做 
玉 " 中 的 自然 基 . 
例 24 设 
2 “2 1 
4=(ad,d)=| 2 -1 2|,B=(D 5)=| 0 3|. 
< 和 2 -4 


验证 w ,a; ,4; 是 及 的 一 个 基 ,并 求 六 , 岂 在 这 个 基 中 的 坐标 . 


解 ”要 证 al ,a ,aa 是 及 的 一 个 基 , 只 要 证 el ,oa ,ea, 线性 无 关 , 即 只 
证 4 ~ 五 . 


设 =xXi4i+X2il02 +x3al03 ,0 =XDQi+x22d2+x32G3 即 
XI1 XI12 
(Di ,5 )= (ai ,aa ,G3 )| xi YX 


MX31 32 


记 作 互 =4 苇 , 


对 矩阵 (4 ,好 ) 施 行 初等 行 变 换 , 若 4 能 变 为 已 , 则 ,ae ,as 为 及 的 一 个 基 ， 


且 当 4 变 为 妃 时 ,下 变 为 芋 =4 瑟 . 
2 2 -1 1 4 下 


可 人 rl+r2+r3 ) 


(4,B)=| 2 -1 2 0 3| 六 |0 -3 0 2 -3 
2 2 ”人 =4 2 0 3329 5 

iv 证 3 1 0 0 于 节 

二 人 本 嗓 

， 0 01 =- 工 


OA 
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因 有 4 ~ 瓦 , 故 aa ,ai; 为 及 的 一 个 基 , 且 


2 4 
3 3 
2 
【《 瑟 可 5 二 区 全 本 5) 一 二 ] ， 
站 
3 
即 访 ,2; 在 基 ai ,aa 中 的 坐标 依次 为 
2 2 0 
3 2 和 3 讶 ,本 


并 求 向 量 在 两 个 基 中 的 坐标 之 间 的 关系 式 ( 坐 标 变换 公式 )， 
解 因 


(al ,dd )=(ele,e)4，(elei,ej)= (aa as)4 





故 
(5 55)= (el,e,ei) 有 =(ala da )4 已， 
即 基 变换 公式 为 
(用 太太 三 :全 2 人) 三 3 
其 中 表示 式 的 系数 和 矩阵 尸 =4 五 称 为 从 旧 基 到 新 基 的 过 滤 和 矩阵 ， 
设 向 量 x 在 旧 基 和 新 基 中 的 坐标 分 别 为 ,7 ,7 和 z ,2 ,2 ， 即 
》 2 
三 [全 全 | 拉 汪 (2 


人 | 23 


3 23 23 和 
2 》1 
2 | = 三 ” 72 
3 3 


这 就 是 从 旧 坐 标 到 新 坐标 的 坐标 变换 公式 . 
例 26 设 尺 的 两 个 基 工 和 开 为 


17108 . 








例 25 在 及 中 取 定 一 个 基 w ,a: ,as ,再 取 一 个 新 基 思 , 思 ,0 , 设 4=(ai， 
Ca ,03 ) 五 三 0005 本 求 用 QQ 03 表示 D ,D，,D3 的 表示 式 ( 基 变换 公式 ) 




















1 1 1 1 2 3 
TI:w=|0lo=ll1lwaw=|1l II:=|2|1,5=|3|1,2=|7|， 
0 0 1 1 3 1 


(1) 求 由 基 工 到 基 开 的 过 渡 和 矩阵 ; 

(2) 设 问 量 e 在 基 工 中 的 坐标 为 -2,1,2, 求 ce 在 基 开 中 的 坐标 . 

解 〈1) 由 基 工 到 基 开 的 过 渡 矩 阵 P=4 , 其 中 4=(w,a,a),B=(D， 
2 ,23). 用 和 天 阵 的 初等 行 变换 把 矩阵 (4, 召 ) 中 的 4 变 成 瑟 , 则 吾 相 应 地 变 上 感 
4 防 . 


人 
(4,B)=(aod DDN)=|0 11 2 3 7 
全 汪 35 
人 
r|010 1 0 ] 
0 0 1 1 1 
-1 -1 -4 
于 是 ,过渡 乍 阵 P=| 1 0 6|. 
1 3 
=18 三 全 6 
(2) 易 求 得 P- =| 5 3 2 | , 故 向 量 ec 在 基 下 中 的 坐标 (向 量 ) 为 
3 2 1 
2 7=18， 1 =6Y7E2 13 
P-| 1|=| 5 人 - 沁 1 | =| -3 | ， 
2 3 站 八 -人 ) 人 三 2 


即 向 量 e 在 基 开 中 的 坐标 为 13 ,-3 ,-2. 


习 题 四 
1. 已 知 向 量 组 
0 3 2 2 0 4 
1 0 3 1 -2 4 
4:4i = La = ;六 三 ;了 :1 = 02 三 ,053 = 
2 | 0 ] 1 | 1 
翅 2 ] 2 1 3 


证 明 向 量 组 中 能 由 向 量 组 4 线性 表示 ,但 向 量 组 4 不 能 由 向 量 组 已 线性 表示 . 
2. 已 知 向 量 组 


209.< 
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4:aj=|1|.m=|1|， 8:5=| 0|1,5=|2|1,55=| 2 
1 0 1 1 5 


证 明 向 量 组 4 与 向 量 组 有 等 欠 . 
3. 判定 下 列 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 : 


-1 2 1 2 | 0 
(1) 3|1,|1|1,|4|; (2) |31,| 4|1,|0|. 
1 0 1 0 0 2 


4. 问 a 取 什么 值 时 下 列 向 量 组 线性 相关 ? 


人 


5. 设 和 矩阵 4=aa' +b5 ,这 里 a,2 为 于 维 列 向 量 .证 明 : 
(1) RC4) 和 2; 
(2) 当 e 光 线性 相关 时 ,R(4) 和 1 
6. 设 ao ,oa; 线性 无 关 ,ai+b ,at 线性 相关 , 求 向 量 上 用 a ,ao; 线性 表示 的 表示 式 . 
7. 设 ec ,ae; 线性 相关 , 思 ,p; 也 线性 相关 , 问 w+8, ,aa+b 是 否 一 定 线性 相关 ? 试 举例 说 
明之 . 
8. 举例 说 明 下 列 各 命题 是 错误 的 : 
(1) 若 向 量 组 ol ,ma ,…:a。 是 线性 相关 的 , 则 w 可 由 ww ,…,an 线性 表示 ; 
(2) 若 有 不 全 为 0 的 数 Ai ,A;，…,A。 ,使 
和 AQGi+…+AG +AIDI+…+AnD =0 
成 立 , 则 a ,… ,an 线性 相关 ,5 ，… ,5。 亦 线性 相关 |; 
(3) 若 只 有 当 A，…,Aw 全 为 0 时 ,等 式 
和 AQi+…+AG + 和 AD +…+AnD =0 
才能 成 立 , 则 @ ,…，,aw 线性 无 关 ,加 2。 亦 线 性 无 关 ; 
(4) 若 @ ,…,an 线性 相关 ,六 ，… ,5 亦 线性 相关 , 则 有 不 全 为 0 的 数 A,，…,Avw ,使 
入 GI+…+AG =0,AD+…+AnD =0 





同时 成 立 . 

9. 设 册 =ai +a ,= as +aa ,5 =as+a4 ,8 =as+ai ,证 明和 疝 量 组 ,2 ,2 ,2 线性 相关 . 

10. 设 思 =ai ,D =ai+a ;9 =ai++…+a ,上 且 向 量 组 al ,as ,… ,4 线性 无 关 , 证 明 癌 
量 组 总 , 思 ,2 线性 无 关 . 

11.， 设 向 量 组 w ,a, ,a, 线性 无 关 ,判断 向 量 组 记 : 咏 , 玉 的 线性 相关 性 : 

(1) 0 =ai+a ,D) =2a+3a3 ,D =54I+3a2 ; 

(2) 0, =ai+2a;+3a3 ,D =2ai+2a;+4a3 ,D3 =3aI+C2+3a3 ; 

(3) 5 =awi-a; ,D， =2a;+03 ,3 =QGi+G2 二 G3- 


12. 设 向 量 组 B: 六 ,…,p, 能 由 向 量 组 4:a ,…,a, 线性 表示 为 


770 . 











(D， 三 (ai 10) 下 ， 
其 中 天 为 sxr 和 矩阵 , 且 向 量 组 4 线性 无 关 .证 明 向 量 组 刀 线 性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 天 
的 秩 尽 (并 ) = 


13. 求 下 列 向 量 组 的 秩 ,并 求 一 个 最 大 无 关 组 : 


1 9 -2 
100 一 4 
(1) ai = ,02 = ,03 二 
-1 10 之 
4 4 -8 
1 4 1 
-1 -3 
(2) QI 三 5@2 三 0G3 二 
1] -5 -4 
3 -0 -7 


14.， 利用 初等 行 变换 求 下 列 矩 阵 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 其 余 列 向 量 用 最 大 
无 关 组 线性 表示 : 


25 31 17 43 了 .二 2 1 

75 94 353 132 9022 5 -1 
(1) ; 〈2) 

75 94 54 134 人 -935 3 

25 32 20 48 1 4 =-1 
15. 设 向 量 组 


的 秩 为 2, 求 ac ,0. 
16. 设 向 量 组 4:a ,az ;向 量 组 B:a ,ea ,a; ;向 量 组 C:a ,a ,as 的 秩 为 Ri =R=2,R =3， 
求 向 量 组 D:a ,oa ,2a; -3a, 的 秩 . 
17. 设 有 维 向 量 组 4:a ,ea ,… ,as 证 明 它们 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 : 任 一 半 维 向 
量 都 可 由 它们 线性 表示 . 
18. 设 向 量 组 ea ,w ,…,a。 线性 相关 , 且 w 和 0, 证 明 存 在 某 个 向 量 wj(2 < 上 大 m) ,使 a， 
能 由 wa, ,… ,ai 线性 表示 . 
DB,= aa2 +a3 二 +， 
19 设 DB =a +a3 十 … 二， ， 
B,=ai+as+…+a， 1， 


证 明 向 量 组 al ,a ,…，,a, 与 向 量 组 B, ,8B,,…,B, 等 价 . 
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20. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 与 3 维 列 向 量 x 满足 4hxz=34xr-42x, 且 向 量 组 x,4r,42xz 线性 无 关 
(1) 记 y=4x,z=4y7;P=(xz,y,z), 求 3 阶 和 矩阵 召 , 使 4P=PB; (2) 求 141. 
21. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 


Xi 一 8x,+10x;+2x4 =0 2 三 3052 二 20; 








(1) /2xi+4x+ St =0， (2) /3xi+Sx,+4x; -2x4=0， 
3xi +8x2 二 623 一 2X4 =0: 8xi+7x,+6x; -3x;, =0; 
(3) mxi+(Pm-1)x2+… 一 2x， +, =0. 

2 
22… 设 六 = , 求 一 个 4x2 矩阵 下 ,使 4B=O, 且 R( 了 )= 2. 
9 ES 8 
23. 求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,使 它 的 基础 解 系 为 

于 01 沪 3 (35251907 7 
24. 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 
区 二 05 MX 一 ITX 03 
| 














2-X4=0; xX2 一 X3+X4=0， 
求 :(1) 方程 组 工 与 下 的 基础 解 系 ;(2) 工 与 工 的 公共 解 . 
25. 设 盖 阶 矩 阵 4 满足 4 =4, 忆 为 于 阶 单位 矩阵 ,证 明 
及 (4)+RRC4A- 匹 )=7. 
提示 :利用 和 阵 秩 的 性 质 @ 和 人 @). 
26. 设 4 为 阶 矩 阵 (z>>27.,4 为 4 的 伴随 矩阵 ,证 明 
7 及 当 () 运 让 
ee 当 R(4)= mn-1， 
0， 当 R(4) 友 7-2. 
27. 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 及 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 


5 =5， xl-Sx)+2x;-3x4=11， 


? 


(1) /2x,+ x+ %+2x =1， (2) /1Sx,+3x)+60x3- xx4 = 一 1， 














5Sxi+3x2+2x3+2x4=3; 2xi +4x2+2x3+ X4 三 一 0. 
28.， 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 7 ,7 ,7 是 它 的 三 个 解 向 量 , 且 
之 1 
3 2 
71 二 下 | 772 +773 三 3 
5 4 
求 该 方程 组 的 通 解 . 
QQ =-2 -1 1 
29. 设 有 向 量 组 4:w =| 2 1,w=| 1|,o=| 1 工 | 及 向 量 2=| 8 |, 问 a，,8 为 何 值 时 : 
10 5 4 | 


(1) 向 量 巡 不 能 由 向 量 组 4 线性 表示 ; 
(2) 向 量 忆 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 且 表 示 式 惟一 ; 





2 





习题 四 











(3) 向 量 妨 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 且 表 示 式 不 惟一 ,并 求 一 般 表示 式 ， 
30.， 设 











On 容 
4=| o | ,8=| 包 | ,ce=l cl (co+2z0,i=1,2,3)， 
Oo ci 
4 :QIXY+DyY+cl =0， 
证 明 三 直线 4 :aax+ 如 y+cs =0， 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 为 :向 量 组 e,2 线性 无 关 , 且 向 
/3 :as3xX+pb3yY+ci=0 

量 组 ec,p，,c 线性 相关 . 

31. 设 矩 阵 4=(a aa aa ) ,其 中 qq ,ai 线性 无 关 ,aw = 2 -ai ,向 量 访 =a +a +a, + 
a4 , 求 方程 kr =z 的 通 解 . 

32.， 设 刀 是非 章 次 线性 方程 组 hx = 的 一 个 解 , 志 ,… 泛 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 
一 个 基础 解 系 . 证 明 : 

(1) 7 ” ,二 ,线性 无 关 ; 

(2) 7 77 + 二 + 线性 无 关 . 

33， 设 思 ，…,7, 是 非 齐 次 线性 方程 组 hz = 改 的 个 解 ,后 ，… 关 为 实数 ,满足 局 + 丰 十 二 
人 .=1. 证明 

大 三 友 7 十 记 27 十 十 大 27， 

也 是 它 的 解 . 

34， 设 非 齐 次 线性 方程 组 hr= 的 系数 矩阵 的 秩 为 r,7 ，…,79 是 它 的 mr+1 个 线性 无 
关 的 解 (由 题 32 知 它 确 有 n-r+l 个 线性 无 关 的 解 ). 试 证 它 的 任 一 解 可 表示 为 

X= 语 1+ + (其 中 心 ++E =1). 
35. 设 
由 =1xz=(z) 1 E 疏 满足 x+…+x =0|， 
风 = E 阴 满足 x+ Hz = ， 

问 妃 , 态 是 不 是 向 量 空间 ?为 什么 ? 

36. 由 wm =(1,1,0,0) ,=(1,0,1,1) 所 生成 的 向 量 空间 记 作 万, 由 思 =(2,-1,3， 
3) ,六 =(0,1,-1,-1) 所 生成 的 向 量 空间 记 作 户 , 试 证 忆 = 己 ， 

37. 验证 ww =(1,-1,0) ,=(2,1,3) ,oa =(3,1,2)7 为 Ra 的 一 个 基 , 并 把 w， = (5,0， 
7) ,po =(-9,-8,-13) "用 这 个 基线 性 表示 . 

38. 已 知 玉 的 两 个 基 为 


] 1 | 1 2 3 
a =| 1 |,a=| 0|,a=|0 及 太 =|21|,5=|3|1,2=|4|， 
] 一 1] 1 ] 4 3 


(1) 求 由 基 al ,as ,as 到 基 已 ,六 ,2 的 过 渡 和 矩阵 己 ; 
(2) 设 向 量 x 在 前 一 基 中 的 坐标 为 (1,1,3) " , 求 它 在 后 一 基 中 的 坐标 . 
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第 5 章 相似 算 阵 及 二 次 型 


本 章 主要 讨论 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 方 阵 的 相似 对 角 化 和 二 次 型 的 化 
简 等 问题 ,其 中 涉及 向 量 的 内 积 . 长 度 及 正 交 等 知识 ,下 面 先 介 绍 这 些 知 识 . 


8$1 向 量 的 内 积 `. 长 度 及 正 交 性 


定义 1 设 有 维 向 量 


1 》1 
X2 2 
世 交 一 了 三 _ 
区 人 


令 
[xz ,了 ] =xiyi+%2y2 十 … 二 Kayn 

[xz,y] 称 为 向 量 x 与 》 的 内 积 . 

内 积 是 两 个 向 量 之 间 的 一 种 运算 ,其 结果 是 一 个 实数 ,用 抢 阵 记号 表示 , 当 
xz 与 都 是 列 向 量 时 ,有 

[xz,y] =x 了 

内 积 具 有 下 列 性 质 ( 其 中 x,y,z 为 于 维 向 量 ,A 为 实数 ) : 

(i) [xz,y]=[y,z]i 

(ii) [Axz,y]=A[z,y]; 

(证 ) [x+y,z]=[xz,z]+[y,z]; 

(iv) 当 x=0 时 ,[xz,rz]=0; 当 天 0 时 ,[x,z]>0. 

这 些 性 质 可 根据 内 积 定义 直接 证 明 ,请 读者 给 出 相关 证 明 . 利用 这 些 性 质 ， 
还 可 证 明 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 ( 这 里 不 证 ) 

[xz,y 本 三 [xz,z][y，,y]. 
在 解析 几何 中 ,我 们 曾 引 进 向 量 的 数量 积 
xy=Ixzllylcos 0， 
且 在 直角 坐标 系 中 ,有 数量 积 的 计算 公式 
(xi ，xa ,X3 ) 。(》i ya ,7y3 ) = XI1Yi+X2y2+X3y3a ， 

维 向 量 的 内 积 是 数量 积 的 一 种 推广 ,但 半 维 向 量 没 有 3 维 向 量 那样 直观 的 长 
度 和 夹 角 的 概念 ,因此 只 能 按 数量 积 的 直角 坐标 计算 公式 来 推广 . 并 且 反 过 来 ， 


.1714 . 








S1 向 量 的 内 积 \ 长 度 及 正 交 性 








利用 内 积 来 定义 壮 维 向 量 的 长 度 和 夹 角 : 


定义 2 令 
‖ 受 证 WA[ 辣 ] 二 an 二 2 下 
| xz | 称 为 m 维 向 量 的 长 度 (或 范 数 )， 
向 量 的 长 度 具有 下 述 性 质 : 
(i) 非 负 性 当 x 关 0 时 ,| x | >0; 当 zx=0 时 ,| x | =0; 
(ii) 齐 次 性 1 Azl =IALIzlli 
可 见 这 里 所 定义 的 向 量 长 度 具有 解析 几何 中 向 量 长 度 的 基本 属性 . 


当 | zl =1 时 , 称 z 为 单位 向 景 . 若 a 关 0, 取 x=-Toi, 则 寺 是 一 个 单位 向 
量 . 由 向 量 a 得 到 x 的 过 程 称 为 把 向 量 a 单位 化 . 











由 施 瓦 蒋 不等式 ,有 
Le AIx 
Te 
于 是 有 下 面 的 定义 : 
当 x 天 0 和 关 0 时 ， 
[xz,y] 
0= 0DE 一 一 业 轨 
arcc [ET 


称 为 慰 维 向 量 * 与 》 的 夹 角 . 

当 [x,y]=0 时 , 称 向 量 x 与 》 正 交 . 显然 , 若 z=0, 则 xz 与 任何 向 量 
都 正 交 ， 

下 面 讨 论 正 交 向 量 组 的 性 质 . 所 谓 正 交 向 量 组 ,是 指 一 组 两 两 正 交 的 非 
零 向 量 . 

定理 1 若 交 维 向 量 w,a,…,aw 是 一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 , 则 w,， 
,4 线性 无 关 . 

证 设 有 A,,A，,…，,A, 使 

AQI+A2a +…+AG=0， 


以 w 与 上 式 两 端 作 内 积 , 因 当 2 时 ,[a,e]=0, 故 得 


ALa， ,G] =0， 
因 @ 和 关 0;, 故 [el,w]= |a | 关 0, 从 而 必 有 A,=0. 类 似 可 证 A=0,…,A,=0. 于 
是 回 量 组 Q1 02 0 线性 无 关 . 证 毕 


例 1 已 知 3 维 向 量 空间 下 中 两 个 向 量 


] 1 
4 =| 1 |，a; =| -2 
] 1 





人 








型 | 


第 5 章 相似 矩阵 及 二 次 型 





正 交 , 试 求 一 个 非 零 向 量 a; ,使 el ,oa ,as 两 两 正 交 . 


2 





YX1 
国 人 | 0 
-2 | 国 
3 
由 
1 1 1 人 当 
到 过 > 
| 本 民 1 
缉 ] -1 
5 9 、 
得 |。- 0 ,从 而 有 基础 解 乔 0 |. 取 wu,=| 0| 即 合 所 求 ， 
外 1 1 
定义 3 设 维 问 量 el,e,…，,e, 是 向 量 空间 了 (7YCGCRR ) 的 一 个 基 , 如 果 
eye, 两 两 正 交 , 且 都 是 单位 向 量 , 则 称 e, ,…,e, 是 了 的 一 个 标准 正 交 基 . 
例如 


? 4 三 、 厅 


万 


MD 


0 
0 
1 
下 





iD 





SN 
| 
| 
>: 襄 | 语 |= 
SN 
| 
Sn =- = = 


就 是 及 的 一 个 标准 正 交 基 , 
奉 el …,e, 是 了 了 的 一 个 标准 正 交 基 ,那么 了 中 任 一 向 量 e 应 能 由 e, ,…，e， 


线性 表示 , 设 表示 式 为 


Q=Aiel+A2e) 二 … 十 人 ,e，， 


为 求 其 中 的 系数 A,(z=1,…,r) ,可 用 ey 左 乘 上 式 , 有 


eliG=Aie'ei= 和 ， 
即 

A=ela=[a,e']， 
这 就 是 向 量 在 标准 正 交 基 中 的 坐标 的 计算 公式 . 利用 这 个 公式 能 方便 地 求 得 向 
量 的 坐标 ,因此 ,我 们 在 给 向 量 空间 取 基 时 常常 取 标 准 正 交 基 . 


"776 








S1 向 量 的 内 积 、 长 度 及 正 交 性 





设 w ,…,4, 是 向 量 空间 了 的 一 个 基 ,要求 了 的 一 个 标准 正 交 基 . 这 也 吕 是 
要 找 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 el,……，,e,, 使 e,…,e, 与 0 … ， CC 等 价 . 这 样 一 2 人 
问题 , 称 为 把 基 w ,…,a, 标准 正 交 化 . 


我 们 可 以 用 以 下 办 法 把 e@ ,…,a, 标准 正 交 化 : 取 
2 =ai， 
[Da2] 
2=02 一 -01， 
| 
[ba [ba [2 ] 
太 2 5，， 





D =Q, 一 1 过 2 
[2 [22 [太太 
容易 验证 六 ,…,, 两 两 正 交 , 且 思 ,与 @a; 等 价 . 
然后 把 它们 单位 化 , 即 取 





1 ] 1 
人 二 人 2 坝 二 
TI 1 2 1 
就 是 了 的 一 个 标准 正 交 基 . 
,导出 正 交 间 量 组 总 ，…,& 的 过 程 称 为 施 


上 述 从 线性 无 关 半 量 组 Cl ，… ,4 
密 特 (Schmidt) 正 交 化 . 它 不 仅 满 足 忆 ，…, 刀 
上 (1 和 上 入 r) , 回 量 组 D， 间 ,及 ， 与 QQ 等 价 . 


,4, 等 价 , 还 满足 :对 任何 


“与 @i… 

















] -1 4 
例 2 设 w=| 2|,w=| 3 5 ,试用 施 密 特 正 交 化 把 这 组 向 量 标 
-1 1 人 0 
准 正 交 化 . 
解 ” 取 
有 =Qi， 
[ 8] 一 1 1 | 
C2 ,01 4 $ 
=a ,一 -5 =| 3|- 一 | 2|1= 守 1 
2 2 | 0， 上? 1 6 5 》 
] -1 1 
D 
Da =403 中 La | 2 
| 1 | 2 | 
4 1 -1 1 
1 5 
=| =1 3 2 + 11=2|0 |. 
0 一 1 1 
再 把 它们 单位 化 , 取 
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1 
1 
1 | ,e; = 一 一 一 = 一 |0 |， 
” 12 1 


1 








2 1 ， D 2， 1 

| 二 二 一 一 = 一- 

本 区 6| 2 ”21 
el,ez,es 即 合 所 求 . 

本 例 中 各 向 量 如 图 5. 1 所 示 . 用 解析 几何 的 术语 解释 如 下 : 

2 =4-c: ,而 c， 为 as 在 六 上 的 投影 向 量 , 即 


| 
| 82 


23 =43 -ci ,而 c; 为 as 在 平行 于 六 ,2 的 平面 
上 的 投影 向 量 , 由 于 包 上 2 , 故 c, 等 于 wa; 分 别 在 
2 ,5 上 的 投影 向 量 c 及 ec> 之 和 , 即 
[Le 5 Easy ]7 
| 2 
1 
1 
1 
解 oa ,4; 应 满足 方程 wz=0, 即 


Xi +X2+X3 =0， 


一 1 一 1 
< =| 1|， 2 各 =| 0|， 
0 ] 


把 基础 解 系 正 交 化 , 亦 即 取 
二 5 
1 
] 浊 
0 2 


一 1 
02 = 芝 ) = ] 
0 
[二 ] 
和 ,和 

因 w ,as 是 专 ,二 的 线性 组 合 , 故 它 们 仍 与 @ 正 交 ,于 是 ae ,as 即 合 所 求 . 

定义 4 如 果 并 阶 和 矩阵 4 满足 

474= 妃 ( 即 472=47)， 

那么 称 4 为 正 交 和 拖 阵 ,简称 正 交 阵 . 

上 式 用 4 的 列 向 量 表示 , 即 是 











Cx=03i+Caz = 


例 3 已 知 w = , 求 一 组 非 零 向 量 ec, ,as ,使 cl ,oa ,as 两 两 正 交 . 








它 的 基础 解 系 为 


》 





下 
2 





9 
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S$1 向 量 的 内 积 \ 长 度 及 正 交 性 





01 
T 
和 
(ai ,0 ， ,4 ) = 五 ， 
工 
C， 
这 也 就 是 亚 个 关系 式 
1 当 评 75 
| 。 (17J=1,2，…)) ， 
0 , 当 守 z 关 7) 


这 就 说 明 : 方 阵 4 为 正 交 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 列 向 量 都 是 单位 向 量 , 且 
两 两 正 交 . 

因为 474 = 下 与 447= 瑟 等 价 ,所 以 上 述 结论 对 4 的 行 向 量 亦 成 立 , 

由 此 可 见 , 阶 正 交 和 矩阵 4 的 于 个 列 ( 行 ) 向 量 构成 向 量 空间 及 "的 一 个 标准 
正 交 基 . 

例 4 验证 矩阵 














和 1 
站 
1 L 1 
2 
下 三 
L 工 0o 
上 2 好 
0 站 
加 


是 正 交 和 矩阵 . 

证 己 的 每 个 列 向 量 都 是 单位 向 量 , 且 两 两 正 交 , 所 以 尸 是 正 交 和 矩阵 . 

正 交 和 矩阵 有 下 述 性 质 : 

(i 若 4 为 正 交 和 矩阵 , 则 4- =47 也 是 正 交 矩阵 , 且 141=1 或 (-1); 

(ii) 若 4 和 五 都 是 正 交 和 矩阵 , 则 4B 也 是 正 交 和 矩阵 ， 

这 些 性 质 都 可 根据 正 交 矩阵 的 定义 直接 证 得 ,请 读者 证 明之 . 

定义 5 若 己 为 正 交 和 矩阵 , 则 线性 变换 ?= Px 称 为 正 交 变 换 . 

设 y= Pr 为 正 交 变换 , 则 有 

ly1 =Vy 了 =VRTPTPr =VzY = | zx 

由 于 | xz | 表示 向 量 的 长 度 ,相当 于 线段 的 长 度 ,因此 1 y | = | zl 说 明 经 
让 交 变 换 线段 长 度 保持 不 变 ( 从 而 三 角形 的 形状 保持 不 变 ) ,这 是 正 交 变 换 的 优 
良 特 性 . 
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$ 2 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


工程 技术 中 的 一 些 问 题 ,如 振动 问题 和 稳定 性 问题 , 常 可 归结 为 求 一 个 方 阵 
的 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 . 数学 中 诸如 方 阵 的 对 角 化 及 解 微分 方程 组 等 问题 ， 
也 都 要 用 到 特征 值 的 理论 . 

定义 6 设 4 是 ” 阶 矩 阵 , 如 果 数 A 和 维 非 零 列 向 量 x 使 关系 式 

4X=AX (本 

成 立 ,那么 ,这样 的 数 A 称 为 矩阵 4 的 特征 值 , 非 零 向 量 x 称 为 4 的 对 应 于 特征 
值 A 的 特征 向 量 . 

(1) 式 也 可 有 写成 

(4-A 五 )x=0， 

这 是 对 个 未 知 数 半 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系 
数 行列 式 


14-A 人 五 1=0， 
Qi1 一 人 CQ12 人 Cln 
Ca21 0 一 人 Ca2n 
= 0. 
Znl Cn2 六 


上 式 是 以 4 为 未 知 数 的 一 元 于 次 方程 ， 称 为 矩阵 4 的 特征 方程 ， 其 左 端 
14-4 瑟 | 是 4 的 半 次 多 项 式 , 记 作 态 A) , 称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 . 显然 ,4 的 特 
征 值 就 是 特征 方程 的 解 . 特征 方程 在 复数 范围 内 恒 有 解 ,其 个 数 为 方程 的 次 数 
《 重 根 按 重 数 计算 ) ,因此 ,m 阶 和 矩阵 4 在 复数 范围 内 有 ) 个 特征 值 . 

设 阶 算 阵 4=(oy) 的 特征 值 为 A, ,A,,…,A,, 不 难 证 明 @ 

(Ci) Ai+A2+…+A，=Gii+a2a 二 二 Qi; 

(ii) AAA 和 ,=141， 

由 (ii 可知 4 是 可 道 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 它 的 个 特征 值 全 不 为 堆 . 

设 A=A; 为 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , 则 由 方程 





@ 人 A)= (Ai-A)(A2-A)…(A-A) ,其 中 和 AI 的 系数 依次 为 AAA 和 (-1)21(0A + 
A2+…+An) , 故 只 需 证 明 多 项 式 14-A 玉 | 中 A" 和 A 的 系数 依次 为 141 和 (-1D)(ai+as++a )， 
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(4-A 人 五 )xY=0 
可 求 得 非 零 解 z=P ,那么 已 便 是 4 的 对 应 于 特征 值 和 ;的 特征 向 量 .( 若 和 ,为 
实数 , 则 挛 可 取 实 向 量 ; 若 ,为 复数 , 则 疡 为 复 向 量 . 
3 -1 2 是 三) 
例 5 求生 阵 4=| | 的 特征 值 和 特征 回 量 . 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
Wi | 
14-A 五 | = 
3 


所 以 4 的 特征 值 为 ,=2,A;=4. 
当 和 =2 时 ,对 应 的 特征 向 量 应 满足 


有 2 人， 
号 加 便 


解 得 z =z, 所 以 对 应 的 特征 向 量 可 取 为 


GT- =04-D 102- 


明 


当 和 =4 时 ,由 


即 


-1 -112 0 
四 国 
解 得 x =-x ,所 以 对 应 的 特征 向 量 可 取 为 


本 和 


显然 , 若 忆 是 矩阵 4 的 对 应 于 特征 值 A, 的 特征 向 量 , 则 外， (4 和 关 0) 也 是 对 
应 于 入 的 特征 向 量 . 
例 6 求 矩 阵 


-1 1 0 
4=|-4 3 0 
0 
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的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
< 和， 0 
I4-AEI=| -4 3-A 0 |=(2-A)(CI-A)2， 
1 全 -3 








所 以 4 的 特征 值 为 A, =2,A, =A,=1， 
当 A=2 时 , 解 方程 (4-2 屯 )z=0. 由 


=3 .站 0 1 0 0 
o| 1 呈 ] 中 
1 0 0 0 0 0 
0 
太 Ni 渤 ， 


所 以 思 , ( 关 0) 是 对 应 于 A, =2 的 全 部 特征 向 量 . 
当 A=A;=1 时 , 解 方程 (4- 瓦 )z=0. 由 


-2 1 0 710 
4- 玉 =|-4 2 0|< 0 1 2|， 
101)oo000 


所 以 嫩 ; (& 关 0) 是 对 应 于 A; =A; =1 的 全 部 特征 向 量 . 
例 7 设 ^ 是 方 阵 4 的 特征 值 ,证 明 
(1) 入 是 4 的 特征 值 ; 


得 基础 解 系 





得 基础 解 系 











(2) 当 4 可 道 时 ,二 是 4" 的 特征 值 . 


证 A 是 4 的 特征 值 , 故 有 忆 产 0 使 4p =Ap. 于 是 
(1) 因为 4=4(4p)=4(AP)=A(4p)=Azp, 所 以 是 42 的 特征 值 . 
(2) 当 4 可 逆 时 ,由 4p=AP, 有 忆 =A4-P, 因 六 关 0, 知 入 关 0, 故 

1 


47D= 一 
也 了 ， 





所 以 二 是 4 的 特征 值 . 
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按 此 例 类 推 , 不 难 证 明 : 若 是 4 的 特征 值 , 则 六 “是 4 的 特征 值 ;p(A) 是 
2(4) 的 特征 值 ( 其 中 pp(A)= ao+aA+…+asA" 是 和 的 多 项 式 ,p(4)= ai 已 + 
04+…+an4"” 是 矩阵 4 的 多 项 式 ). 这 是 特征 值 的 一 个 重要 性 质 . 

例 8 设 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,-1,2, 求 4 +34-2 的 特征 值 . 

解 因 4 的 特征 值 全 不 为 0, 知 4 可 道 , 故 4 =1414 ,而 141= 和 AAA; = 
-2 ,所 以 

4 +34-2 万 =-24- +34-2 瓦 


把 上 式 记 作 p(4) ,有 9(A)= -之 43A-2， 这 里 ,p(4) 虽 不 是 矩阵 多 项 式 , 但 也 具有 


矩阵 多 项 式 的 特性 ,从 而 可 得 (4) 的 特征 值 为 p(1)= -1,p(-1)= -3,p(2)= 3. 
下 面 介 绍 特征 向 量 的 一 些 性 质 . 
定理 2 设 Ai,A;,…，,An 是 方 阵 4 的 普 个 特征 值 ,Pi ,P,,…,p， 依次 是 与 
之 对 应 的 特征 向 量 ,如果 A, ,A;,,…,A, 各 不 相等 , 则 P ,P, ,…,P， 线性 无 关 . 
证 用 数学 归纳 法 . 
当 头 =1 时 , 因 特 征 向 量 忆 和 关 0, 故 只 含 一 个 向 量 的 向 量 组 巴 线性 无 关 . 
假设 当 闫 =A-1l 时 结论 成 立 , 要 证 当 严 = 大 时 结论 也 成 立 . 即 假设 向 量 组 站 ,P, ，… ,已 ， 线 
性 无 关 ,要 证 向 量 组 记 ,P: ,，……，,P 线性 无 关 . 为 此 , 设 有 
XiDi+X2PD2+…+X_IPDLI+XD=0， (2) 
用 4 左 乘 上 式 , 得 
X14DI+x AD +…+X14D， +YAD =0， 
即 
XI1AIDI+X2A2D2+…+XLIANIDNI+XALDL =0. (3) 
(3) 式 减 去 (2) 式 的 人 倍 ,得 
XI(AI-AL)PDI+x (CA -AL )PD2+…+X (AI-A)D =0. 
按 归纳 假设 书 ,PP ，…,Pi 线 性 无 关 , 故 ziCA-A)=0OCGi=1,2, -1). 而 和 -人 关 0(i=1， 
2,…,K-1) ,于 是 得 x%=0 (=1,2,… 光 -1) ,代入 (2) 式 得 xp =0, 而 太夫 0, 得 x =0. 因 此 ,向 
量 组 Pi ,PP 线性 无 关 . 证 毕 
推论 设 A 和 和 ,是 方 阵 4 的 两 不 同 特征 值 , 专 , 志 ，… ,过 和 77 77 7 
分 别 是 对 应 于 A， 和 ^，, 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 专 ,所 ,之 ,7 7 7， 线 
性 无 关 . (证 明 留 作 习题 . ) 
上 述 推论 表明 :对 应 于 两 个 不 同 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 组 , 合 起 来 仍 
是 线性 无 关 的 . 这 一 结论 对 普 ( 三 2) 个 特征 值 的 情形 也 成 立 . 
例 9 设 和 和 A; 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 依 次 为 
忆 和 疡 ,证 明 忆 +p， 不 是 4 的 特征 向 量 . 
证 按 题 设 , 有 4p, =AiP ,4P, =A2P:, 故 
人 (DPI+P，) = AIDI+A2P: 
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用 反 证 法 ,假设 六 +p; 是 4 的 特征 向 量 , 则 应 存在 数 太 ,使 4(P+p,)=A(P， 
+P: ) ,于 是 
A(Pi+D: )= 和 AiPi+A2PD，， 
即 
(Ai-A)PI+(A)-A)D,=0， 
因 ,和 和 ;, 按 定理 2 知己 ,P， 线性 无 关 , 故 由 上 式 得 A-A=A-A=0, 即 和 =》，， 
与 题 设 矛盾 . 因此 P+P，, 不 是 4 的 特征 向 量 . 


$3 相似 矩阵 


定义 7 设 4.B 都 是 阶 矩阵 , 若 有 可 逆 抢 阵 己 ,使 
己 -4 忆 = 也 ， 
和 是 4 的 相似 矩阵 ,或 说 矩阵 4 与 召 相 似 . 对 4 进行 运算 忆 4 忆 称 为 对 4 
进行 相似 变换 ,可 逆 和 矩阵 己 称 为 把 4 变 成 互 的 相似 变换 抢 阵 . 

定理 3 若 闻 阶 和 矩阵 4 与 妃 相 似 , 则 4 与 召 的 特征 多 项 式 相 同 , 从 而 4 与 
妃 的 特征 值 亦 相同 . 

证 因 4 与 鼠 相 似 , 即 有 可 逆 和 矩阵 己 , 使 忆 4 尸 = 妇 . 故 

| 至 -五 1=1P- 4P-P (AN 五 ) 忆 =1P (4-A 五 ) 忆 | 


=1P-114-A 瑟 1IPI=14-A 五 1. 证 毕 
推论 ” 若 阶 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 
Ai 
生 直 |， 
A， 


相似 , 则 和 A,,A;,…,A, 即 是 4 的 于 个 特征 值 . 
证 因 和 A,A;,…,A，, 即 是 4 的 半 个 特征 值 ,由 定理 3 知 A,,A,,…,A, 也 就 
是 4 的 个 特征 值 . 证 毕 
在 第 2 章 中 我 们 曾 指出 :车 4=PBP-, 则 4"=PB'P-….4 的 多 项 式 
pP(4)= Pp( 妃 ) 己 . 
特别 , 若 有 可 逆 矩 阵 己 使 PP- 4P=4 为 对 角 和 矩阵 , 即 若 4 相似 于 对 角 移 阵 4, 则 
4 = 已 人 PP- ， op(4)= Pop(4) 忆 
而 对 于 对 角 和 抢 阵 4, 有 


” 724 ， 





$3 相似 矩阵 





PCAN ) 
1 
人 PCA，) 

由 此 可 方便 地 计算 4 的 多 项 式 p(4). 

下 面 我 们 要 讨论 的 主要 问题 是 :对 守 阶 矩阵 4 ,寻求 相似 变换 矩阵 己 , 使 
P 4P=4 为 对 角 和 矩阵 ,这 就 称 为 把 矩阵 4 对 角 化 . 

假设 已 经 找到 可 逆 和 矩阵 己 , 使 PP 4P=4 为 对 角 和 矩阵 ,我 们 来 讨论 书 应 满足 
什么 关系 . 

把 忆 用 其 列 向 量 表示 为 

已 =(PP2，…，, 忆 ) ， 

由 忆 4P=4, 得 4P=P4, 即 
Ai 


A， 
人 PiP，…PD)= (PP PP，) 


=(AiDI ,AP ，…，APD，) ， 
于 是 有 
4DP;,=A, DCI=1,2，……), 几 ). 

可 见 A 是 4 的 特征 值 ,而 已 的 列 向 量 忆 就 是 4 的 对 应 于 特征 值 和, 的 特征 
向 量 . 

反之 ,由 上 节 知 4 恰好 有 个 特征 值 , 并 可 对 应 地 求 得 半 个 特征 向 量 , 这 咽 
个 特征 向 量 即 可 构成 矩阵 己 , 使 4 已 = P4. ( 因 特 征 向 量 不 是 惟一 的 ,所 以 和 矩阵 己 
也 不 是 惟一 的 ,并 且 尸 可 能 是 复 和 矩阵 . ) 

余下 的 问题 是 :已 是 否 可 逆 ? 即 书 ,P,…,P, 是 否 线性 无 关 ? 如 果 尸 可逆， 
那么 便 有 己 - 4P=4, 即 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

由 上 面 的 讨论 即 有 

定理 4 阶 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 ( 即 4 能 对 角 化 ) 的 充分 必要 条 件 是 4 
有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

联系 定理 2 ,可 得 

推论 “如果 半 阶 矩阵 4 的 荆 个 特征 值 互 不 相等 , 则 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

当 4 的 特征 方程 有 重 根 时 ,就 不 一 定 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 从 而 不 
一 定 能 对 角 化 . 例如 在 例 6 中 4 的 特征 方程 有 重 根 ,确实 找 不 到 3 个 线性 无 关 的 
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特征 向 量 ,因此 例 6 中 的 4 不 能 对 角 化 ， 


例 10 设 矩 阵 
-2 1 1 
0 2 | 
-4 1 3 


问 4 能 否 对 角 化 ? 若 能 , 则 求 可 逆 和 矩阵 已 和 对 角 和 抢 阵 公 , 使 P-"4 忆 = 人 
解 ” 先 求 4 的 特征 值 
2 和 呈 1 
0 .2 
-4 六 ，, 沪 2 
=(2-A)(A"-A-2)=-(A+1)(A-2) ， 
所 以 4 的 特征 值 为 A,=-1,A;=A:=2. 
再 求 4 的 特征 向 量 . 
当 A=-1l1 时 , 解 方程 (4+ 五 )x=0. 由 


-1 1N70 -l 
0 3 是 1 中 
-414|\oo0 0 
1 
昌 
1 
当 》=A;=2 时 ， 解 方程 (4- 2 已 )xz=0. 


-4 1 1 
0 0 0 
-4 1 1 


4 = 





2 和 
14-A 互 | = =(2-)| 








4+ 玉 = 





得 对 应 的 特征 向 量 


-4 1 1 
人 -2 匹 = 0 0 0 
0 0 0 


1 
人 

4 
由 定理 2 的 推论 , 知 忆 ,P; ,P; 线性 无 关 , 再 由 定理 4 知 4 可 对 角 化 ;并 且 若 记 


| 
0 1 0|， 
1 








得 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 、 


卫 : 








已 =(P， ,Pa ,Pa3)= 





则 有 


呈 下 20s， 





S$4 对称 矩阵 的 对 角 化 





P-4P=diag(-1,2,2). 
要 注意 上 式 中 对 角 抢 阵 的 对 角 元 的 排列 次 序 应 与 己 中 列 向 量 的 排列 次 序 一 致 . 


例 11 设 
站 02 
虽 1 了 工 |， 
1 0 0 


问 上 为何 值 时 ,矩阵 4 能 对 角 化 ? 





一 从 0 1 
解 14-A 五 1=| 1 1-A -GD| | |=-C-DYasD， 
1 0 一 人 








得 人 =-1,A; =A3=1. 

当 单 根 A, =-1 时 ,可 求 得 线性 无 关 的 特征 向 量 恰 有 1 个 , 故 矩 阵 4 可 对 角 
化 的 充分 必要 条 件 是 对 应 重 根 AM; =A: =1, 有 2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 方程 
(4- 五 )xz=0 有 2 个 线性 无 关 的 解 , 亦 即 系数 和 矩阵 4- 五 的 秩 RO4- 瓦 )= 1 
由 














要 民 (4- 巨 )=1, 得 寻 1=0, 即 上 ==1. 
因此 , 当 :=-1 时 ,和 矩阵 4 能 对 角 化 . 


$4 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


一 个 到 阶 矩 阵 具 备 什 么 条 件 才能 对 角 化 ? 这 是 一 个 较 复 杂 的 问题 . 我 们 对 
此 不 进行 一 般 性 的 讨论 ,而 仅 讨论 当 4 为 对 称 和 矩阵 的 情形 . 

先 介绍 两 个 关于 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 . 

性 质 1 对 称 和 矩阵 的 特征 值 为 实数 . 

证 ” 先 介 绍 一 个 记号 . 设 复数 矩阵 站 = (2 ) ,元 为 思 的 苍 复数 , 记 天 = (而 ) , 即 天 是 由 天 
的 对 应 元 素 的 共 配 复数 构成 的 矩阵 . 

设 复数 》 为 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 , 复 向 量 * 为 对 应 的 特征 向 量 , 即 hz=Ar,z 天 0. 

用 和 表示 A 的 共 斩 复 数 ,而 4 为 实 和 矩阵, 有 4=4, 故 4z=4F=4r=Axz=AE. 于 是 有 


元 "4xz = 元 (4z)= 节 Axz=AEIY， 








FI4r=(FE4T)xz=(4E)Iz=(AE)TY=AETY， 


727 





第 5 章 相似 天 阵 及 二 次 型 











两 式 相 减 ,得 


但 因 关 0 ,所 以 
Frx= > 元 二 际 1x, 1 天 0， 
1 i=1 


就 说 明 ^ 是 实数 . 证 毕 


故 A-A=0, 即 入 = 和 ,这 有 
显然 , 当 特 征 值 人 , 为 实数 时 , 齐 次 线性 方程 组 
(4-A\; 瑟 )zY=0 


是 实 系数 方程 组 ,由 14-Ai 瑟 1=0 知 必 有 实 的 基础 解 系 , 所 以 对 应 的 特征 向 量 可 
以 取 实 向 量 

性 质 2 设 A,,A; 是 对 称 和 矩阵 4 的 两 个 特征 值 ,P ,p, 是 对 应 的 特征 向 量 . 
若 人 夫人 A, 则 忆 与 忆 正 交 . 

证 A:D,=4P ,AP =4P， ,AN 天 入 ). 

因 4 对 称 , 故 Apy=(A 忆 ) =(4P) =PI4 =P 4 ,于 是 

APIP; = 有 14P，; = 忆 I( AP; )= AD1P，， 
即 
(Ai-A; )PiP: =0. 
但 A 关 A;, 故 PPa=0, 即 书 与 忆 正 交 . 证 毕 

定理 S 设 4 为 导 阶 对 称 矩 阵 , 则 必 有 正 交 和 矩阵 己 , 使 P -4P=P4P=4, 其 
中 4 是 以 4 的 于 个 特征 值 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 . 

此 定理 不 予 证 明 . 

推论 设 4 为 几 阶 对 称 矩 阵 ,A 是 4 的 特征 方程 的 上 重 根 , 则 矩阵 4-A 石 的 
秩 R44-A 瓦 )=m-F, 从 而 对 应 特征 值 \ 恰 有 大 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

证 按 定 理 5 知 对 称 和 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 4=diag(A,,…,A,) 相 似 , 从 而 4-A 巨 与 4-A 互 = 
diag(Ai-A.…，, As-A) 相 似 . 当 和 是 4 的 大 重 特征 根 时 ,A,…,A, 这 半 个 特征 值 中 有 大 个 等 于 
A ,有 7- 个 不 等 于 入 ,从 而 对 角 和 矩阵 4-A 玉 的 对 角 元 恰 有 上 大 个 等 于 0, 于 是 R 尽 (4-A 瑟 )= mn 天 
而 RA-A 玉 )=R(4-A 巨 ) ,所 以 RC4-A 巨 )= nm 大 证 毕 

依据 定理 5 及 其 推论 ,我 们 有 下 述 把 对 称 和 矩阵 4 对 角 化 的 步骤: 

(i) 求 出 4 的 全 部 互 不 相等 的 特征 值 A, ,…,A,, 它 们 的 重 数 依次 为 刀 ，…， 
天，( 大 十 … 十 大, = 九 ) . 

(ii) 对 每 个 态 重 特征 值 A,, 求 方程 (4-A 巨 )z=0 的 基础 解 系 , 得 玉 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 . 再 把 它们 正 交 化 .单位 化 ,得 点 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 . 
因 后 +…- 上 .=, 故 总 共 可 得 半 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 . 

《证 ) 把 这 半 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 构成 正 交 和 抢 阵 己 , 便 有 己 :4P = 
P 4P=4. 注 意 4 中 对 角 元 的 排列 次 序 应 与 己 中 列 向 量 的 排列 次 序 相对 应 . 
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S$4 ”对称 和 矩阵 的 对 角 
例 12 设 
0 = 了 
4=|-1 0 1|， 
1 10 
求 一 个 正 交 和 矩阵 尸 ,使 P- 4P=A4 为 对 角 和 矩阵 . 
解 由 
-A -1 1| 1-AA-l 0 |1-A 0 0 
光志 记 下 2 和 “到 尖 关 | 二 王国 1 
1 TS 1 
=(1-A)(A2+A-2)=-(A-1)2(A+2)， 
求 得 4 的 特征 值 为 A,=-2,A; =A;=1. 
对 应 A, = -2 , 解 方程 (4+2 玉 )xz=0, 由 
SReTT 本 1 0 1 
4+2B8=| -1 2 1|<o 1 1|， 
1 1 2) lo 0 
| 1 
得 基础 解 系 专 =| -1 |. 将 后 单位 化 ,得 书 = 二 | -1 | 
1 J 1 


对 应 A,=A, =1, 解 方程 (4- 已 )x=0, 由 
2 
4-FE=|-1 -1 1|<o 0 0|， 
1 1 -1)o0 0 





一 1 
得 基础 解 系 纪 =| 1 ,<=|0|. 
0 1 
将 志 , 志 ， 正 交 化 : 取 7 =*.， ， 
忆 本 人 隐伏 
172 ， 1 ] 
和 | 
| 27: | 
1 0 2 
一 1 ] 
上 1 
再 将 了 73 单位 化 ,得 P, = 一 1 al 1 
玫 四 \ 3 VJG 


将 书 ,P; ,P; 构成 正 交 竹 阵 


”729 ， 














第 5 相似 德 阵 及 二 次 型 
有 呈 本 了 
MD W6 
1 1 1 
尼 = (Pi ,P，,D3; )= 厅 、 厅 GE ， 
二 
V3 V6 
-2 0 0 
0 
0 1 





| 
| 
例 13 设 4-| ] 幸 4 
下 
因 4 对 称 , 故 4 可 对 角 化 , 即 有 可 逆 和 矩阵 书 及 对 角 符 阵 4, 使 己 ' 4 忆 = 


2- 人 人 
14-A 人 五 | = 
-1 2- 人 


得 4 的 特征 值 ,=1,A;=3. 于 是 
_ (1 0 
(ee 


解 
4. 于 是 4=P4P- ,从 而 4"=P4"P-'. 由 
二 
1-asa=C-D(-3)， 


ii 寺 
“0 ;每 友 =( 


对 应 AN =1, 由 4-B-| <。 
区 
对 应 A,=3 ,由 4-3E-| 网 四 ] ,得 二 = _ ). 
1 1 
并 有 P- (各 各)={ 1 中 ,再 求 出 PP = 了 (1 于 是 
让 
0 人 中 | 


4"-=P4"P-- 工 [1 
-于 十 
8$5 二 次 型 及 其 标准 形 

在 解析 几何 中 ,为 了 便于 研究 二 次 曲线 
ax +bxy+c 和 =] 


的 几何 性 质 ,可 以 选择 适当 的 坐标 旋转 变换 


”730。 


(4) 
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X=%'cos 0-Yy'sin 0， 
ns O+Y cos 0， 
把 方程 (4) 化 为 标准 形 
7nX +7y =]. 
(4) 式 的 左边 是 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 , 从 代数 学 的 观点 看 ,化 标准 形 的 过 程 
就 是 通过 变量 的 线性 变换 化 简 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 ,使 它 只 含有 平方 项 . 这 样 一 
个 问题 ,在 许多 理论 问题 或 实际 问题 中 常会 遇 到 . 现在 我 们 把 这 类 问题 一 般 化 ， 
讨论 个 变量 的 二 次 齐 次 多 项 式 的 化 简 问题 . 
定义 8 人 含有) 个 变量 xm ,xz ，…,x， 的 二 次 齐 次 函数 
0 QQ 十 十 OO MX 十 
2017%1X2 十 2013%1X3 二 十 2Q 1 1 (5 ) 
当 关 时 , 取 ow=ai 则 2ajxixj =aixizi+aixixi 于 是 (5) 式 可 写成 
太 =aXHQDXD 十 十 QUXIX 十 Oo1X2X1 十 Q22X2 十 十 anX2X 十， 十 


2 
QIXnX1I 十 Qi2YnX2 十 "十 QanMXn 


人 (6) 
对 于 二 次 型 ,我 们 讨论 的 主要 问题 是 :寻求 可 逆 的 线性 变换 
XI1 三 CI1Y1I 二 Ci2y2 十 … 十 Clnyn， 


X2 三 C21Y1 十 C22Y2 十 "… 十 Canyn， 


《7) 


和 Coil 十 coaya 十 十 Conyn， 
使 二 次 型 只 含 平 方 项 ,也 就 是 用 (7) 式 代 和 人 (5) 式 ,能 使 
= 语 y1+12y2 二 十 yn， 
这 种 只 含 平方 项 的 二 次 型 , 称 为 二 次 型 的 标准 形 (或 法 式 ) 
如 果 标 准 形 的 系数 局 , 包 ,…;, 上 只 在 1,-1,0 三 个 数 中 取 值 ,也 就 是 用 (7 ) 
式 代 入 (5) 式 ,能 使 
= 四 二 
则 称 上 式 为 二 次 型 的 规范 形 . 
当 o, 为 复数 时 , j 称 为 复 二 次 型 ; 当 oo 为 实数 时 , / 称 为 实 二 次 型 . 这 里 ,我 
们 仅 讨 论 实 二 次 型 ,所 求 的 线性 变换 (7) 也 限于 实 系数 范围 . 
利用 矩阵 ,二 次 型 (6) 可 表示 为 


了 =Xi(QXITTQDX2 十 十 QuX ) 二 Ya(Q21Xi 十 Q22X2 十 十 Q2nXh ) 十 … 十 


"737 。 
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Xu QIXI+QDXD 二 二 OOX) 

QHNXI 十 Qi2X2 十 "十 QinXn 
Q21X1 十 Q22X2 十 "… 十 CanMXn 
=(35 本 


QIXI 十 Qi2X2 十 "十 QnnXn 





ZI 0 ”0n1f% 
0 0 0Qn ||x2 
二 _ 7? 
仆人 Q 万 
记 
CI 0 ”CQn 1 
区 用“ 尼 志 C 区 
4= 交 ， 革 二 》 
亿 汪 | 下 六 Q 乞 
则 二 次 型 可 用 和 拖 阵 记 作 
= 4x， (8 ) 


其 中 4 为 对 称 和 矩阵 . 
例如 ,二 次 型 请 二 -3z-4xzy+3z 用 矩阵 记号 写 出 来 ,就 是 


1 -2 0 
0 人 
> 2 
[=(x yz) 2 ||7y|. 
1 和 
0 记 -3 


任 给 一 个 二 次 型 ,就 惟一 地 确定 一 个 对 称 和 矩阵 ;反之 , 任 给 一 个 对 称 和 矩阵 ,也 
可 惟一 地 确定 一 个 二 次 型 . 这 样 ,二 次 型 与 对 称 抢 阵 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 . 
因此 ,我 们 把 对 称 和 矩阵 4 叫做 二 次 型 上 的 矩阵 ,也 把 了 叫做 对 称 矩 阵 4 的 二 次 
型 . 对 称 和 矩阵 4 的 秩 就 叫做 二 次 型 了 的 秩 . 

记 C=(c) ,把 可 逆 变 换 (7) 记 作 

区 三 JS 

代入 (8) 式 ,有 xz 4xz=(Cy) 4Cy=7 (CA4C)y. 

定义 9 设 4 和 如是 阶 矩阵 , 若 有 可 逆 和 矩阵 C ,使 吾 =C 4C, 则 称 和 矩阵 4 

妃 合 同 . 

显然 , 若 4 为 对 称 和 矩阵, 则 她 =C' 4C 也 为 对 称 和 矩阵 ,上 且 R(B)=R(4). 事 
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BI=(C4C) =C4C=CA4C=D， 
即 妇 为 对 称 和 矩阵 . 又 因 召 =C 4C, 而 C 可 逆 , 从 而 C 也 可 道 ,由 珑 阵 秩 的 性 质 即 
知 尺 ( 刀 )= 民 (4). 
由 此 可 知 , 经 可 道 变换 x=Cy 后 ,二 次 型 了 的 矩阵 由 4 变 为 与 4 合同 的 矩阵 
CA4C, 且 二 次 型 的 秩 不 变 . 
要 使 二 次 型 了 经 可 逆 变 换 <=Cy 变 成 标准 形 ,这 就 是 要 使 
太 CT 4ACyY = 大 全 十 7 十 二 大 
友 》 
/2 72 
三 《572 
怀 八 y 
也 就 是 要 使 C 4C 成 为 对 角 抢 阵 . 因此 ,我 们 的 主要 问题 就 是 :对 于 对 称 和 矩阵 4， 
寻求 可 首 矩 阵 C ,使 C4C 为 对 角 和 矩阵 . 这 个 问题 称 为 把 对 称 矩 阵 4 合同 对 
角 化 . 
由 上 节 定 理 5 知 , 任 给 对 称 矩 阵 4, 总 有 正 交 抢 阵 已 ,使 P 4P=4, 即 
P4P=4. 把 此 结论 应 用 于 二 次 型 , 即 有 
定理 6 任 给 二 次 型 = > ai (oj=di) ,总 有 正 交 变换 x=P ,使 /化 为 
标准 形 
= AIyI+A272 二 十 Asyn， 
其 中 AAA， 是 了 的 矩阵 4=(o) 的 特征 值 . 
推论 ” 任 给 对 元 二 次 型 fxz)=xz4r (4 =4), 总 有 可 逆 变 换 x=Cz, 使 
几 Cz) 为 规范 形 . 
证 按 定 理 6, 有 
所 Py)= 47=AyI+ TANyn， 
设 二 次 型 了 的 秩 为 ”, 则 特征 值 A, 中 恰 有 了 个 不 为 0, 无 妨 设 A，…,A, 不 等 于 0， 


人 ii =…=A=0, 令 


其 中 


733 
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则 天 可 道 ,变换 ?=Kz 把 所 Py) 化 为 
(PKz)=zIKIP74APKz=zTKT4Kz， 


而 
T ， Al 人 ， 
天 4K=diag| T，… 0 .0 
记 C=PK, 即 知 可 逆 变 换 *=Cz 把 了 化 成 规范 形 


Ai ， 思 
21 十 ,十 一 一 2 证 毕 
上 1A,| 


例 14 求 一 个 正 交 变换 zx=Py ,把 二 次 型 


Jf = -2xix2 +2X1X3 二 2X2X3。 


0 -1 1 
= 0 1 
1 1 0 


这 与 例 12 所 给 矩阵 相同 . 按 例 12 的 结果 ,有 正 交 和 矩阵 





人 败 Cz)= 


化 为 标准 形 . 
解 二 次 型 了 的 矩阵 为 


四 





| ] ] 
全 全 上 
1 工 工 
站 
0 
. v6 
使 
-2 0 0 
| 0 1 中 
0 0 1 
于 是 有 正 交 变换 


. 134 . 


$6 用 配方 法 化 二 次 型 成 标准 形 








1] 1 1 
二 
1 》 
1 工 工 
7 了 \ 厅 6 7y2 |， 
3 下 0 2 3 
V3 V6 


把 二 次 型 了 化 成 标准 形 
J = -271+y3+)3。 
如 果 要 把 二 次 型 了 化 成 规范 形 ,只 需 令 


二 
\D 
2 二 2 
JJ3= 二 23， 


即 得 /的 规范 形 


= -1 +z2 二 23， 
8$6 用 配方 法 化 二 次 型 成 标准 形 


用 正 交 变 换 化 二 次 型 成 标准 形 , 具 有 保持 几何 形状 不 变 的 优点 . 如 果 不 限 于 用 正 交 变换 ， 
那么 还 可 以 有 多 种 方法 (对 应 有 多 个 可 逆 的 线性 变换 ) 把 二 次 型 化 成 标准 形 . 这 里 只 介绍 拉 
格 朗 日 配方 法 ,下 面 举例 来 说 明 这 种 方法 . 

例 15 化 二 次 型 

= 妇 +2x2+SX3+2XiX2 二 2X1X3 十 GxaX3 
成 标准 形 ,并 求 所 用 的 变换 矩阵 . 
解 ”由 于 /中 含 变量 wx， 的 平方 项 , 故 把 含 x, 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 
大 =x3+2xiY +2x| xy 十 2X2+SX3 十 GxaY3 
= (x+Xa 十 %3 ) 一 2 一 3 一 2X2 Ma +2x2+SX3 十 GXaXa 
= (xi +x ;+X3 ) +X2 十 4X2X3 十 4X3 ， 
上 式 右 端 除 第 一 项 外 已 不 再 含 x: 继续 配方 ,可 得 
J= (x+ + ) +( x+2x3 ) 


2= 入 -2 ,就 把 /化 成 标准 形 (规范 形 )/= 思 +72 ,所 用 变换 矮 


公 


二 


yi 三 XI+X2 十 X3， XI =Yi-yaz+ ya3， 
5 二 2 十 223 是 





MX3 二 3， 


1 一 ! 1 
C=| 0 1 -2|1(ICI=1 关 0). 
0- . 沁 1 


和 鸭 全 X3， 


阵 为 


3 











旋 
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例 16 化 二 次 型 
JF= 2xi x+2xiX3 一 G6xoxi 
成 规范 形 ,并 求 所 用 的 变换 和 矩阵. 
解 ”在 了 中 不 含 平方 项 . 由 于 含有 xx, 乘积 项 , 故 令 
XI 三 Yi+y2， 
有 
X3a 二 3 ， 
代入 可 得 
J=271 -272 一 47 73 二 87)7; 
再 配方 ,得 


J=2(07-)2-2(7-27  )2+672， 

















1 1 
的 一 记 反 裤 必 多 
2 =V2( 思 -)) ， 
， MA 1 2 态 二 土 D -LTTZ 
令 2 =V2(7=27; ) ， 即 2 一 厅 2 司 2 就 把 / 化 成 规范 形 
2 =V67; ， 1 
和 一 
6 
-3 
所 用 变换 矩阵 为 
ai 0 1 ] 
V2 V6 2 \ V6 
] 1 0 
个 二 | 纪 1 0 0 < 二 (1C | 天 0 ) 
历 吴 | | 历 - 顾 大 2 
0 0 1 1 1 
0 0 一 0 0 -一 
V6 V6 


一 般 地 ,任何 二 次 型 都 可 用 上 面 两 例 的 方法 找到 可 逆 变 
范 形 )， 


党 


,把 二 次 型 化 成 标准 形 ( 或 规 


$7 正定 二 次 型 


二 次 型 的 标准 形 显然 不 是 惟一 的 ,只 是 标准 形 中 所 含 项 数 是 确定 的 ( 即 是 
二 次 型 的 秩 ;》. 不 仅 如 此 ,在 限定 变换 为 实 变换 时 ,标准 形 中 正 系 数 的 个 数 是 不 
变 的 (从 而 估 系 数 的 个 数 也 不 变 ) ,也 就 是 有 

定理 7 设 二 次 型 ,=* 4x 的 秩 为 ", 且 有 两 个 可 逆 变换 


无 三 EJ 及 2 天 三 厂 Z 


使 


" 736 ， 








| 1 
汉 
出 


S7 正定 








= 局 y71+ 有 + + (大 天 0) 
及 
= 和 ziHA 2 +TAE (天 0) ， 
则 轧 ,… ,天 中 正 数 的 个 数 与 人, ,…,A, 中 正 数 的 个 数 相 等 . 
这 个 定理 称 为 惯性 定理 ,这 里 不 子 证 明 . 
二 次 型 的 标准 形 中 正 系数 的 个 数 称 为 二 次 型 的 正 惯性 指数 , 负 系 数 的 个 数 
称 为 负 惯性 指数 . 若 二 次 型 三 的 正 惯性 指数 为 忆 , 秩 为 , 则 大 的 规范 形 便 可 确 
定 为 


=7+… 5 一 Se 
科学 技术 上 用 得 较 多 的 二 次 型 是 下 攻 作 和 数 为 导 或 负 惯性 指数 为 于 的 并 元 


二 次 型 ,我 们 有 下 述 定义 . 

定义 10 设 二 次 型 ALz)=x 4xr, 如 果 对 任何 x 关 0, 都 有 Jr)>0 (显然 
帮 0)=0), 则 称 ,/ 为 正定 二 次 型 ,并 称 对 称 和 矩阵 4 是 正定 的 ;如 果 对 任何 关 夫 0 都 
有 Axz)<0, 则 称 , 太 为 负 定 二 次 型 ,并 称 对 称 矩 阵 4 是 负 定 的 . 

定理 8 元 二 次 型 F=* 4x 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 标准 形 的 并 个 
系数 全 为 正 , 即 它 的 规范 形 的 于 个 系数 全 为 1, 亦 即 它 的 正 惯 性 指数 等 于 六 

证 ” 设 可 逆 变 换 x=Cy 使 


xz)= 帮 Cy)= 站 大 
先 证 充分 性 . 设 后 >0 (i=1,…,m). 任 给 xz 天 0, 则 7=C YY 天 0, 故 
帮工 ) = > 有 7; >0. 


再 证 必要 性 . 用 反 证 法 . 假设 有 四 则 当 y=e, (单位 坐 标 向 量 ) 时 ， 
帮 Ce.)= 太 <0. 显然 Ce, 短 0, 这 与 姓 为 正定 相 刻 盾 . 这 就 证 明了 六 >0 
[全 人 证 和 为 大 证 毕 

推论 ”对称 矩阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 :4 的 特征 值 全 为 正 . 

定理 9 ”对称 矩 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 :4 的 各 阶 主子 式 都 为 正 , 即 


Cn oo | 


ail>0， 全 7 : : |>0， 


Q21 422 
Ci 


对 称 矩 阵 4 为 负 定 的 充分 必要 条 件 是 :奇数 阶 主子 式 为 负 , 而 偶数 阶 主 子 式 为 
正 , 即 


人 


(-1) | : : |>0 (r=1,2，…，m). 


3 
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这 个 定理 称 为 赫 尔 维 茨 定理 ,这 里 不 予 证 明 . 
例 17 判定 二 次 型 F= 一 和 一 6 人 一 422 二 4xy 二 4xz 的 正定 性 . 








解 /的 矩阵 为 
-5 2 2 
4=| 2 -6 0|， 
2 0 -4 
其 中 
CC 和 本 | 
ail=-S$<0， EE =20>0, 141=-80<0， 
人 0 2 -6 
根据 定理 9 知 了 为 负 定 . 


设 拟 x,y) 是 二 元 正定 二 次 型 , 则 所 x,y)=c (c>0 为 常数 ) 的 图 形 是 以 原点 
为 中 心 的 椭圆 . 当 把 “看 作 任 意 常 数 时 则 是 一 族 椭圆 ,这 族 椭 圆 随 着 c~0 而 收 
缩 到 原点 . 当 ,j 为 三 元 正定 二 次 型 时 , Kx,y,z)=ec (c>0) 的 图 形 是 一 族 椭 球 . 


习 题 五 
-4 
1. 设 a=| 01,2=| 2|,e 与 C 正 交 , 且 =Aa+c, 求 人 和 ec. 
-2 3 
2. 试 把 下 列 向 量 组 施 密 特 正 交 化 ,然后 再 单位 化 : 
1 -=-1 
和 . 汪 寺 本 
we 2 中 (2) (al ,0 ,G3 ) = 0 
13 9 
1 1 0 
3. 下 列 和 矩阵 是 不 是 正 交 抑 阵 ? 并 说 明理 由 : 
人 区 
本 3 9 9 9 
@| 注 ， 志 加 二 去 -让 
了 二“ 2 
人 2 9 9 9 


4. (1) 设 z 为 寺 维 列 向 量 ,z xz=1, 令 吾 = 匹 -2xzr ,证 明 是 对 称 的 正 交 矩阵 ;(2) 设 4， 
下 都 是 正 交 矩阵 ,证 明 4 下 也 是 正 交 和 矩阵 . 


、 1 2 2 2 2 
5. 设 ai 02 ,03 为 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 ,D， 三 一 本 和 + 了 + 了 03 0 国人 





本 ,5=- 子 w+ 本 or- 了 ao, 证 明 轧 , 思 , 思 也 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 . 








习题 五 





6. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 


2 -1 2 上 一 2 
(1) 5 -3 3 |; (2| 汉 3 (3) 
-1 0 -=-2 3 3 6 


7. 设 4 为 半 阶 矩阵 ,证 明 4" 与 4 的 特征 值 相 同 . 
8 设 普 阶 和 矩阵 4 .B 满 足 RC4)+R(CB)<n, 证 明 4 与 妞 有 公共 的 特征 值 和 公共 的 特征 
向 量 . 
9. 设 4?-34+2B8=O, 证 明 4 的 特征 值 只 能 取 1 或 2. 
10. 设 4 为 正 交 和 矩阵, 且 141=-1, 证 明 A=-1 是 4 的 特征 值 . 
11. 设 ^ 关 0 是 普 阶 矩阵 4wwB,w 的 特征 值 ,证 明 A 也 是 半 阶 矩阵 B4 的 特征 值 . 
12. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,2,3, 求 14?-542+741. 
13. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,2,-3, 求 14 +34+2 巨 1. 
14. 设 4, 都 是 于 阶 矩 阵 , 且 4 可逆 ,证 明 4 与 B4 相似 . 
2 0 1 
15: amd， 1 meanus 
贡 .05 - 污 


Re 
所 一 已 虽 
己 口 一 局 
己 口 虽 王 


1 2 -1 2 

16. 已 知 p=| 1 | 是 矩阵 4=| 5 au 3| 的 一 个 特征 向 量 ， 
=-1 = 0 -2 

(1) 求 参 数 ,2 及 特征 向 量 尸 所 对 应 的 特征 值 ; 

《2) 问 4 能 不 能 相似 对 角 化 ?” 并 说 明理 由 


让， ;本 注 
17. 8 -3 se 


0 4 3 
18. 在 某国 ,每 年 有 比例 为 疡 的 农村 居民 移居 城镇 ,有 比例 为 9 的 城镇 居民 移居 农村 . 假 
设 该 国 总 人 口 数 不 变 , 且 上 述 人 口 迁移 的 规律 也 不 变 . 把 半年 后 农村 人 口 和 城镇 人 口 占 总 人 
口 的 比例 依次 记 为 x 和 y，(x,+y,=1). 


n+1l 


(1) 求 关系 式 | 】 -4 中 的 矩阵 4; 
多 


从 交 9 
Xo0 0. 5 六 

(2) 设 目 前 农村 人 口 与 起 镇 人 口 相等 , 芭 ) ) 妈 ) 
yo 0.5 儿 

19. 试 求 一 个 正 交 的 相似 变换 矩阵 ,将 下 列 对 称 矩 阵 化 为 对 角 和 矩阵 : 


2 0 六 
本 攻关 和 区 (| 
0 .30 AR 


9 
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1 -2 -4 5 

20. 设 矩 阵 4=| -2 xx -2| 与 4= = 和 4 相似 , 求 *,y; 并 求 一 个 正 交 和 矩阵 己 , 使 
-4 -2 1 y 

己 -4P= 人 4. 


21. 设 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 A=2,A;=-2,As=1, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 


0 1 1 
&1 = ， 卫 : 三 Fi 9 
1 ] 0 
求 4. 


22. 设 3 阶 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 为 和 ,=1,A;=-1,A;=0, 对 应 A,A; 的 特征 向 量 依次 为 


由 2 
Pi =| 2 |，P: = 5 
2 -2 
求 4. 


23. 设 3 阶 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 为 ,=6,A,》=A; =3, 与 特征 值 A,=6 对 应 的 特征 向 量 为 
P =(1,1,1)7, 求 4. 

24. 设 ea=(al ,oa ,…,c) ,al 天 0,4A=aa 

(1) 证 明 A=0 是 4 的 nm-1l 重 特征 值 ; 

(2) 求 4 的 非 零 特 征 值 及 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


3 2 
25. CD 设 4=| | , 求 o(4)=4!0-54?; 


2 1 
oa 2 


2 2 
26. 用 和 矩阵 记号 表示 下 列 二 次 型 : 
(1) = 和 达 +4xy+4 因 二 2xz+2 二 47z; (2) = 和 2+ 思 -7 于 -2xy 一 4xz 一 4yz; 


2 
1 , 求 p(4)=4"-64?+54”. 
1 


(3) F=x; 二 2 +X3 一 2xiXa 十 6X)X3， 


27. 写 出 下 列 二 次 型 的 矩阵 : 


了 车 全 
(DO=z(a | om 5 中 
7 8 9 
28. 求 一 个 正 交 变 换 化 下 列 二 次 型 成 标准 形 : 
(人 = 2z3+3x2+3x3+d4x2X3 C2 = 刀 +xz3T+T2xiX 一 2x2X3， 


29. 求 一 个 正 交 变换 把 二 次 曲面 的 方程 
3x2+S 因 +5z+4xy-4xz-107yz=1 
化 成 标准 方程 . 
30. 证 明 : 二 次 型 F=xzr4xz 在 | zll=1l 时 的 最 大 值 为 矩阵 4 的 最 大 特征 值 . 


.140 . 














31. 用 配方 法 化 下 列 二 次 型 成 规范 形 ,并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 : 

(1) Kxi yza ,xs )= x+332+Sx3+2x1X 一 4xiX3 

(2) xi yxa ,23 )= x+2x3 二 2xiX3 二 2x0X3 

(3) xi za xz3 )= 2x1+X2+4x3 二 2xix 一 2x5x， 

32. 设 亡 刀 +z 妇 +5x3+2axix -2xixy+42x; 为 正定 二 次 型 , 求 w. 

33. 判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1) = -2xz1-6xz2 一 4z3+2xix+2xixyi (2) 亡 +3x2+9x3 一 2xi xy 十 4 xn 

34. 证 明 对 称 和 矩阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 :存在 可 逆 矩 阵 也, 使 4=VTD, 即 4 与 单 
位 矩阵 瑟 合 同 . 
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第 6 章 线性 空间 与 线性 变换 


向 量 空间 又 称 线性 空间 ,是 线性 代数 中 一 个 最 基本 的 概念 . 在 第 四 章 中 ,我 
们 把 有 序数 组 叫做 向 量 , 并 介绍 过 向 量 空间 的 概念 . 在 这 一 章 中 ,我 们 要 把 这 些 
概念 推广 ,使 向 量 及 向 量 空间 的 概念 更 具 一 般 性 . 当然 ,推广 后 的 向 量 概念 也 就 
更 加 抽象 化 了 . 


8$1 线性 空间 的 定义 与 性 质 


定义 1 设 了 是 一 个 非 空 集合 ,及 为 实数 域 . 如 果 在 了 中 定义 了 一 个 加 法 ， 
即 对 于 任意 两 个 元 素 we,B es ,总 有 惟一 的 一 个 元 素 ye 了 与 之 对 应 , 称 为 与 B 
的 和 , 记 作 y=a+B; 在 了 中 又 定义 了 一 个 数 与 元 素 的 乘法 (简称 数 乘 ) , 即 对 于 任 
一 数 Ae 有 与 任 一 元 素 weY, 总 有 惟一 的 一 个 元 素 6 e 了 与 之 对 应 , 称 为 和 与 
的 数量 乘积 , 记 作 85=Aa, 并 且 这 两 种 运算 满足 以 下 八条 运算 规律 ( 设 w、B、 
yeT, 和 NE 取 ): 

(i) w+B=B+ai 

(ii) (a+B)+7Y=a+(B+Y) ; 

(iii) 在 了 中 存在 零 元 素 0, 对 任何 wsT, 都 有 a+0=awi 

(iv) 对 任何 ae 7. 都 有 a 的 负 元 素 B sT, 使 a+B=0; 

(v) 1a=awi 

(vi) A(Ua)=(A) ai 

(vii) (和 A+L)a = 入 aw+ULG; 

(viii) A(a+B)= Aa+AB， 
那么 ,了 就 称 为 (实数 域 及 上 的 ) 向 量 空间 (或 线性 空间 ) ,了 中 的 元 素 不 论 其 本 来 
的 性 质 如 何 ,统称 为 ( 实 ) 向 量 . 

简 言 之 , 凡 满 足 上 述 八条 规律 的 加 法 及 数 乘 运算 ,就 称 为 线性 运算 ; 几 定 义 
了 线性 运算 的 集合 ,就 称 向 量 空间 ,其 中 的 元 素 就 称 为 向 量 . 

这 八条 规律 中 ,规律 (1i (iD 与 (ii) 是 我 们 熟知 的 加 法 的 交换 律 和 结合 律 ， 而 规 
律 (证 ) 和 (iv) 则 保证 了 加 法 有 道 运算 , 即 

若 e+8B6=7y，,pB 的 负 元 素 为 5, 则 y+6=ai 

规律 (vi) (vii) (viii) 是 数 乘 的 结合 律 和 分 配 律 ,而 规律 (v) 则 保证 了 非 零 数 乘 
有 逆 运 算 , 即 
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当 和 和 关 0 时 , 若 Aa=B, 则 一 B=w 


在 第 四 章 中 ,我 们 把 有 序数 组 称 为 向 量 , 并 对 它 定义 了 加 法 和 数 乘 运算 , 容 
易 验 证 这 些 运算 满足 上 述 八条 规律 . 最 后 ,把 对 于 运算 为 封闭 的 有 序数 组 的 集合 
称 为 向 量 空间 . 显然 ,那些 只 是 现在 定义 的 特殊 情形 . 比较 起 来 ,现在 的 定义 有 了 
nn 

向量 不 一 定 是 有 序数 组 ; 
2 向量 空 间 中 的 运算 只 要 求 满足 上 述 八条 运算 规律 ,当然 也 就 不 一 定 是 有 


序数 组 的 加 法 及 数 乘 运算 . 
下 面 举 一 些 例子 . 
例 1 次 数 不 超 过 的 多 项 式 的 全 体 , 记 作 P[x],, 即 
忆 Lx] = | =aox Ha IE 二 二 QQ aa ,aoE 了 肥 上 ， 


对 于 通常 的 多 项 式 加 法 ` 数 乘 多 项 式 的 乘法 构成 向 量 空间 . 这 是 因为 :通常 的 多 
项 式 加 法 、 数 乘 多 项 式 的 乘法 两 种 运算 显然 满足 线性 运算 规律 , 故 只 要 验 
证 PLx], 对 运算 封闭 : 
(ax +…+QIX+Q0 ) +(0X 十 … 二 DX+D )= (as+b )xz +…+(ai+b )xz+Cao+b) EP[x]， 
AU +…+QiX+ao)=(Aa,)x +…+(Aai )x+(Aa) EPLx],， 
所 以 PLxj], 是 一 个 向 量 空间 . 
例 2 呈 次 多 项 式 的 全 体 
Q@Lx] ,=|P=axz "+…+QIX+aola aid ER 及 , 且 ac, 和 0| 
对 于 通常 的 多 项 慰 加 法 和 乘 数 运 算 不 构成 向 量 空 间 . 这 这 是 因为 
0P=0Ox +…+0Ox+0OeO[Lx]，， 
即 OLxj, 对 运算 不 封闭 . 
例 3 正弦 函数 的 集合 
S[x]=ls=4sin(x+B)14,Be 及 | 
对 于 通常 的 函数 加 法 及 数 乘 函 数 的 乘法 构成 向 量 空间 . 这 是 因为 :通常 的 函数 加 
法 及 数 乘 运算 显然 满足 线性 运算 规律 , 故 只 要 验证 S[x] 对 运算 封闭 ; 
Si1+S =4sin 《x+ 及 ) +42sin(x+ 咏 ，) 
= (aicos Y+bisin 4 )+(ascos x+bsinX) 
= (ai+as )cos x+( 思 + )sinx=4sin(x+B) ESTx]， 
ASI=A4isin(x+B)=(A4)sin(x+B) ES[x]， 
所 以 S[xzj] 是 一 个 向 量 空间 . 
检验 一 个 集合 是 否 构成 向 量 空间 ,当然 不 能 只 检验 对 运算 的 封闭 性 (如 上 
面 两 例 ). 若 所 定义 的 加 法 和 数 乘 运算 不 是 通常 的 实数 的 加 、 乘 运算 , 则 就 应 仔 
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细 检 验 是 否 满足 八条 线性 运算 规律 . 
例 4 个 有 序 实数 组 成 的 数组 的 全 体 
S" = 人 =(x xx Xi E 了 
对 于 通常 的 有 序数 组 的 加 法 及 如 下 定义 的 乘法 
Ao(x mx) =(0,…,0) 7 
不 构成 向 量 空间 . 
可 以 验证 $" 对 运算 封闭 . 但 因 1*x=0, 不 满足 运算 规律 (v) , 即 所 定义 的 运 
算 不 是 线性 运算 ,所 以 $ 不 是 向 量 空间 . 
比较 $” 与 及 " ,作为 集合 它们 是 一 样 的 ,但 由 于 在 其 中 所 定义 的 运算 不 同 ， 
以 至 及 EN s 间 而 $" 不 是 向 量 空间 . 由 此 可 见 ,向 量 空间 的 概念 是 集合 与 
运算 二 者 的 结合 . 一 般 来 说 ,同一 个 集合 , 若 定义 两 种 不 同 的 线性 运算 ,就 构成 不 
同 的 向 量 空间 ; , 若 定义 的 运算 不 是 线性 运算 ， 就 不 能 构成 向 量 空间 . 所 以 ,所 定义 
的 线性 运算 是 向 量 空间 的 本 质 , 而 其 中 的 元 素 是 什么 并 不 重要 . 由 此 可 以 说 ,把 
向 量 空间 叫做 线性 空间 更 为 合适 . 
为 了 对 线性 运算 的 理解 更 具有 一 般 性 ,请 看 下 例 . 
例 5S 正 实 数 的 全 体 , 记 作 下” ,在 其 中 定义 加 法 及 数 乘 运算 为 
ab=ab (ae 玉 -)， 
oa=a* (和 AeE 取 ,ae 了 及” )， 
验证 及 "对 上 述 加 法 与 数 乘 运算 构成 线性 空间 . 
证 ”实际 上 要 验证 十 条 : 
对 加 法 封闭 :对 任意 的 ce 下- ,有 ab0=ce 玉 ; 
对 数 乘 封闭 :对 任意 的 AE 有 ,ae 玉 ,有 Aoa=a es 下 - 
(1) ca =ag=ba=bdoai 
(in) ee 
(ii) 术 * 中 存在 零 元 素 1 ,对 任何 ae 下- ,有 aa 中 1=a .1=ai 
(iv) 对 任何 ce 玉 '* ,有 负 元 素 co ER 玉 ' ,使 ca =aa- AR， ; 
(v) lac=aw =ai 
(vi) Ase(Uoa)= 和 Asax=(o) =a%%=(A) ai 
(vii) (AHu) oa=a%=oo=w 四 只 = 和 AdaDuoai 
(viii) Ase(a 中 0)= As。(ab)= (abg) =o 姑 = 中居 =Asa 中 Ab， 
因此 ,及 "对 于 所 定义 的 运算 构成 线性 空间 . 
下 面 讨 论 线性 空间 的 性 质 . 


1. 零 向 量 是 惟一 的 
证 ” 设 0, ,0, 是 线性 空间 了 中 的 两 个 零 向 量 , 即 对 任何 we 六 有 ax+0 =a， 
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a+0, =w. 于 是 特别 有 
0.,+0, =0,,，0,+0,=0，,， 
所 以 





0, =0,+0,=0;+0,=0,. 证 毕 
2 任 一 向 量 的 负 向 量 是 惟一 的 ,ae 的 负 向 量 记 作 -aw. 


证 设 8,y 是 ea 的 负 向 量 , 即 w+8=0,a+y=0. 于 是 
B=B+0=B+(a+y)= (a+B)+Yy=0+7y= 沁 证 毕 


3. 0aw=0,(-1)aw=-aw,A0=0. 


证 aw+0aw=1la+0a=(1+0)aw=lac=aw, 所 以 0a=0， 
a+(-1)a=la+(-1)aw=[1+(-1)]j]aw=0aw=0， 
所 以 
(-1)aw=-ai 
A0=A[a+(-l1)awj=Aa+(-A)aw=[A+(-A)]w=0w=0. 证 毕 


4. 如 果 Mae=0, 则 入 =0 或 w=0， 
证 若 Az0 在 Aa=0 两 边 乘 二 ,得 


1 1 
三 = 一 0=0 
人 CAG) 


六 (OAa)= (AMja=la=a， 
所 以 
a=0. 证 毕 
在 第 四 章 中 ,我 们 提出 过 子 空间 的 定义 , 今 稍 作 修 正 . 
定义 2 ” 设 了 是 一 个 线性 空间 ,是 了 的 一 个 非 空 子 集 , 如 果 工 对 于 了 中 所 
定义 的 加 法 和 数 乘 两 种 运算 也 构成 一 个 线性 空间 , 则 称 二 为 了 的 子 空 子 空 间 . 

一 个 非 空子 集 要 满足 什么 条 件 才 构成 子 空间 ?” 因 志 是 了 的 一 部 分 ,『 中 的 
运算 对 于 工 而 言 ,规律 (iD) (Ci) (v) (vi) (vii) (viii) 显然 是 满足 的 ,因此 只 要 
忆 对 运算 封闭 县 满足 规律 (证 ) (iv) 即 可 . 但 由 线性 空间 的 性 质 知 , 若 工 对 运算 
封 财 , 则 即 能 满足 规律 (iii) (iv). 因此 我 们 有 

定理 1 线性 空间 了 的 非 空 子 集 工 构成 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 了 
中 的 线性 运算 封闭 . 
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8$2 维 数 、 基 与 坐标 


在 第 四 章 中 ,我 们 用 线性 运算 来 讨论 于 维 数组 向 量 之 间 的 关系 ,介绍 了 一 些 
重要 概念 ,如 线性 组 合 、 线 性 相关 与 线性 无 关 等 等 . 这 些 概 念 以 及 有 关 的 性 质 只 
涉及 线性 运算 ,因此 ,对 于 一 般 的 线性 空间 中 的 向 量 仍然 适 用 . 以 后 我 们 将 直接 
引用 这 些 概 念 和 性 质 . 

在 第 四 章 中 我 们 已 经 提出 了 基 与 维 数 的 概念 ,这 当然 也 适用 于 一 般 的 线性 

空间 . 这 是 线性 空间 的 主要 特性 , 特 再 叙述 如 下 . 

定义 3 在 线性 空间 了 中 ,如 果 存 在 半 个 向 量 ae ,a ，…，,a, ,满足 : 

(i) wa ,aa 线性 无 关 ; 

(ii) 不 中 任 一 向 量 we 总 可 由 ai ,aa, 线性 表示 ， 
那么 ,aa ，…,a 就 称 为 线性 空间 了 的 一 个 基 ,mn 称 为 线性 空间 了 的 维 数 . 只 含 

一 个 零 向 量 的 线性 空间 没有 基 ,规定 它 的 维 数 为 0. 
维 数 为 的 线性 空间 称 为 冯 维 线性 空间 , 记 作 及 . 
这 里 要 指出 :线性 空间 的 维 数 可 以 是 无 穷 . 对 于 无 穷 维 的 线性 空间 ,本 书 不 





作 讨论 . 

对 于 半 维 线性 空间 及 , 若 知 aa ,ma 为 用 的 一 个 基 , 则 败 可 表示 为 

=|a=xiali+zao+ + Xi E 及 |， 

即 凡 是 基 所 生成 的 线性 空间 ,这 就 较 清 楚 地 显示 出 线性 空间 凤 的 构造 . 

若 a ,oa 为 凡 的 一 个 基 , 则 对 任何 ws 咏 , 都 有 惟一 的 一 组 有 序数 
XXX) 使 

人 =XUGQI 二 XY2G2 十 "… 十 YX; 

反之 , 任 给 一 组 有 序数 x， 人 


C 他 =XiGI+X2GD 十 十 XGA ET 了 
这 样 中 的 向 量 a 与 有 序数 组 (xi ,zx,) 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ， 
因此 可 以 用 这 组 有 序数 来 表示 向 量 w. 于 是 我 们 有 
定义 4 设 wa ,ww .…,a, 是 线性 空间 凤 的 一 个 基 . 对 于 任 一 向 量 ae 岂 ,总 
有 且 仅 有 一 组 有 序数 xm ,*: ,…,x， 使 
GE=2XIiG +X2GD5 十 … 十 Yu， 
xz, 这 组 有 序数 就 称 为 向 量 we 在 wa,…,a, 这 个 基 中 的 坐标 ,并 
记 作 
a=(xzi yz) 


例 6 在 线性 空间 P[x], 中 ,mi =1,p =x,p;= 盖 ,pi= ,pi=x 就 是 它 的 一 
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个 基 . 任 一 不 超过 4 次 的 多 项 式 
书 =aix +a3 + 二 OA 二 CO 
都 可 表示 为 
也 三 CQ0DP， 十 CID， 十 0 有 3 十 Q3D14 十 Q47; 本 
因此 己 在 这 个 基 中 的 坐标 为 (au ,al ,aa ,as ,a4) 
若 另 取 一 个 基 qi =1,g, =1+x,gs=2x ,g4=2 95 = 二 ，, 则 


区 3 4 
已 =Qo+QIX+Q2X 十 Q3X 十 Q4X 


= (ao-a)+ai(1+z)+22 人 Ha Ta 
= (ao-a)gi+aig5+ 订 oagi+agi+aig， 
因此 忆 在 这 个 基 中 的 坐标 为 ou-al ,al ,wavo va 

建立 了 坐标 以 后 ,就 把 抽象 的 向 量 a 与 具体 的 数组 向 量 (*,*，…,x,) 联 
系 起 来 了 ,并 且 还 可 把 败 中 抽象 的 线性 运算 与 已" 中 数组 向 量 的 线性 运算 联系 
起 来 . 

设 ae Be 凡 , 有 aw=xiai+…+xaB=7iai+…+y ae 于 是 

aG+B = (xi+yi )ai+…+( x+ )a， 
Aaw=(Axi)ai+…+(Ax)a， 
即 ae+B 的 坐标 是 
(而 后 克 古人 (2 二 (aa237 
Aea 的 坐标 是 
(Axim Ax) =》 帮 (Xi ) 

总 之 , 设 在 维 线性 空间 败 中 取 定 一 个 基 w，…，%， 则 帮 中 的 向 量 a 与 
Se ,x) 之 间 就 有 一 个 一 一 对 应 的 关系 , 且 
这 个 对 应 关系 具有 下 述 

设 | 

(i) ae+B4>(z xn ) + ye) 

(ii) Aa4y>A(z pz ) 7 
也 就 是 说 ,这 个 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 . 因此 ,我们 可 以 说 由 与 及 "有 相 
同 的 结构 ,我 们 称 凡 与 及 " 同 构 . 

一 般 地 , 设 了 与 忆 是 两 个 线性 空间 ,如 果 在 它们 的 向 量 之 间 有 一 一 对 应 关 
系 , 且 这 个 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 ,那么 就 说 线性 空间 了 与 U 同 构 . 

显然 ,任何 半 维 线性 空间 都 与 及 " 同 构 , 即 维 数 相 等 的 线性 空间 都 同 构 . 从 而 
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可 知 线性 空间 的 结构 完全 被 它 的 维 数 所 决定 . 

同 构 的 概念 除 向 量 一 一 对 应 外 ,主要 是 保持 线性 运算 的 对 应 关系 . 因此 , 妃 
中 的 抽象 的 线性 运算 就 可 转化 为 玉 " 中 的 线性 运算 ,并 且 玉 "中 凡是 只 涉及 线性 运 
算 的 性 质 就 都 适用 于 包 . 但 及 "中 超出 线性 运算 的 性 质 ,在 太 中 就 不 一 定 具 备 ， 
例如 尽 "中 的 内 积 概念 在 几 中 就 不 一 定 有 意义 ， 


8$3 基 变 换 与 坐标 变换 


由 例 6 可 见 , 同 一 向 量 在 不 同 的 基 中 有 不 同 的 坐标 ,那么 ,不 同 的 基 与 不 同 
的 坐标 之 间 有 怎样 的 关系 呢 ? 
设 wa 及 局 ,…, 辐 , 是 线性 空间 太 中 的 两 个 基 ， 
B =Piai+DG2 十 二 DG ， 
DB, =Poali+pas 二 …+DoaG，， CD) 
B ,=Piai+pD ao 二 +DG， 
把 e@ ,aa 这 半 个 有 序 向 量 记 作 (a aa) , 记 半 阶 矩 阵 忆 =(P) ，, 利 
用 向 量 和 符 阵 的 形式 ,(1) 式 可 表示 为 
《DB DB = (aa av) 已 . 〈2) 
(1) 式 或 (2) 式 称 为 基 变 换 公 式 ,矩阵 已 称 为 由 基 ai ,as ，…,a', 到 基 ， 
B,，…,B, 的 过 滤 拭 阵 , 由 于 B，,B:,…,B, 线性 无 关 , 故 过 渡 和 矩阵 己 可 道 . 
定理 2 设 几 中 的 向 量 w 在 基 ai ,oa ,…,a, 中 的 坐标 为 (zi ,xz ，…，,x,) ， 
在 基 B, ,B;,…,B, 中 的 坐标 为 (xi ,xz2,… ,xz5) .车 两 个 基 满 足 关系 式 (2) , 则 有 
坐标 变换 公式 


上 了 
Xi X%1 X%1 Xi 
区 和 区 区 
MX2 X2 2 _1| %2 
二 家 或 三 畏 ， (3 ) 
上 中 
世 和 生 区 
证 ” 因 
广 
Xi %1 
六 
X%2 光 2 


(ai 人 


二 候 =(pB， 27 ,，) 
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X1 
2 
=(a aa ，… ,ah ) 书 了 | 和 
Mn 
由 于 ai ,oa ,…，,a, 线性 无 关 , 故 即 有 关系 式 (3 ). 证 毕 


这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 即 若 任 一 向 量 的 两 种 坐标 满足 坐标 变换 公式 
(3) , 则 两 个 基 满 足 基 变换 公式 (2). 
例 7 在 P[xjs 中 取 两 个 基 
Qi = 委 +2x2 -ra = 好 -他 +XY+1， ay = 一 和 +2xX +X+1， al = 一 刀 玉 +1 
及 
DB,=2x +X +1， DB = 入 +2x+2， B;=-2xz +X AHX+2， B,= 盖 +3x +X+2. 
求 坐标 变换 公式 . 
解 将 B,,B;,B,B:. 用 wa as,as 表示 .由 
(al wa,a)= (xz 1)4， 


(8 ,B，,B; ,B4)= (和 Xi) 盏 ， 


其 中 
1 1 -1 -=-! 2 0 -2 1 
2 -1 2 -=-! 1 1 1 
4= 脏 = ， 
一 1 1 1 0 0 2 ji 
0 1 ] 1 2 257 
得 
(B,B,B ,6 )= (aa as,as)4 万 ， 
故 坐 标 变换 公式 为 
xl 2 
X2 | xa 
= 有 已 4 
区 0 
X4 4 


用 矩阵 的 初等 行 变 换 求 B 4: 把 矩阵 (B,4) 中 的 召 变 成 妃 , 则 4 即 变 成 
已 4. 计算 如 下 : 


20-21i1 1 -1 =- 
1L11 13; 2 -1 2 =-l 
| 1 
2 
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0 -2 -4 -5i-3 3 -5 1 
下， 
人 

人 

00-2 -7j-7 7 -7 5 
| 
| 

人 村 

0 0 413213 413 3 计 
| 下 4 3 
| 人 

0 了 0 2 

0 
| 二 0 0 1 - 1 
| 0 0 二 1 0 0 -1 

1 0 

本 现 本 0 
wo0 100i- 1 0 00 
| 

从 

于 是 坐标 变换 公式 为 
X1 0 1 -=-l 和 
和 2 -1 0 0||x2 
| 
和 1 入 1 -1 八 x。 


8$4 线性 变换 


定义 5 设 有 两 个 非 空 集合 4,B8 ,如 果 对 于 4 中 任 一 元 素 w, 按 照 一 定 的 规 
则 ,总 有 了 中 一 个 确定 的 元 素 B 和 它 对 应 ,那么 ,这 个 对 应 规则 称 为 从 集合 4 到 
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集 含 B 的 映射 . 我 们 常用 字母 表示 一 个 映射 ,譬如 把 上 述 映射 记 作 了 ,并 记 
B=T(a) 或 B=Ta (aes4). 〈4) 
设 es4,T(a )=B, ,就 说 映射 了 把 元 素 w 变 为 B, ,B, 称 为 w 在 映射 了 下 
的 像 ,a, 称 为 B, 在 映射 了 下 的 原 像 . 4 称 为 映射 了 的 定义 域 , 像 的 全 体 所 构成 的 
集合 称 为 像 集 , 记 作 7(4) , 即 
7(4)=18=T(a)lae41， 
显然 了 (4)EGB. 
映射 的 概念 是 函数 概念 的 推广 . 例如 , 设 二 元 函数 z=/x,y) 的 定义 域 为 平 
面 区 域 C ,函数 值 域 为 Z ,那么 ,函数 关系 /就 是 一 个 从 定义 域 C 到 实数 域 及 的 
映射 ;函数 值 xu ,yo)= z 就 是 元 素 (xo,yo) 的 像 , (xo,yo) 就 是 z 的 原 像 ;2 就 
是 像 集 . 
定义 6 设 太 ,LU 分 别 是 半 维 和 普 维 线性 空间 ,了 是 一 个 从 太 到 克 的 映 
射 , 如 果 映 射 了 满足 : 
(i) 任 给 ae as se (从 而 at+ase 凤 ) ,有 
T(a +a )=T(ai )+T(a， ) ; 
(ii) 任 给 ae 太 ,Ae 肥 (从 而 Aae 凡 ) ,有 
7T(Aa)=AT(a) ， 
那么 ,了 就 称 为 从 凤 到 D 的 线性 映射 ,或 称 为 线性 变换 . 
简 言 之 ,线性 映射 就 是 保持 线性 组 合 的 对 应 的 映射 . 
例如 ,关系 式 





》1 CI Qi Qi XI1 
》 2 CQ21 0Q22 Q2 % 
六 Caml Cn2 “SA Cn YXn 


就 确定 了 一 个 从 及 "到 及 "的 映射 ,并且 是 个 线性 映射 (参看 后 面 的 例 10 ). 

特别 ,在 定义 6 中 ,如 果 局 ,= 及, 那么 7 是 一 个 从 线性 空间 岂 到 其 自身 的 线 
性 映射 , 称 为 线性 空间 凡 中 的 线性 变换 . 

下 面 我 们 只 讨论 线性 空间 败 中 的 线性 变换 . 

例 8 在 线性 空间 PLx]j, 中 ， 

(1) 微分 运算 D 是 一 个 线性 变换 . 这 是 因为 任 取 

忆 =az +ax +axz+aoEePLxz]，, 则 Dp =3asx +2a)x+aii 

dg=Dx3+Dx2+Dxz+boEP[x], 则 Da=30xz+2052x+b ， 
从 而 有 

D(p+g)=D[(a+b)z+(a+b)z +Ca+b)x+(ao+bo)] 
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=3(as+b)z+2(a)+D)x+(ai+b) 
=(3asx +2a)x+ai )+(303x2+205x+D ) 
= DpP+D9d ; 
D(AP)=D(CAasz +Aaxz +Aaiz+Aa ) 
=A(3aix +2ax+a)= ADP. 
(2) 如 果 了 (P)= ao ,那么 了 也 是 一 个 线性 变换 . 这 是 因为 
T(P+9g)= ao+bo=T(DP)+TC9g) 
T(AP)= Aau=AT(P). 
(3) 如 果 了 站 (p)= 1 ,那么 也 是 个 变换 ,但 不 是 线性 变换 . 这 是 因为 Ti (P+ 
4)=1, 而 Ti(pP)+T(qg)=1+1=2, 故 
7CP+g) 天 7 思 ( 忆 )+7T Cg)， 


明 区 coSP -SinPDNV1YX 
昨 | JP cos 9 | 


确定 *O7 平面 上 的 一 个 变换 了, 说 明 变 换 了 的 几何 意义 (参看 第 2 章 图 2.3 ). 


例 9 由 关系 式 


X=rcos 0， 
解 记 | ”于 是 
Yy=rsin 0， 
中 ] -( OD-YSln ?| (人 bcos P-rsin 0sin ?| 
y XSIn D+YCcoS 0 rcos 0Osin pD+rsin 0cos p 
rcos (0+Dp) 
ee ) 

这 表示 变换 了 把 任 一 向 量 按 着 时针 方 向 旋转 角 ( 由 例 10 可 知 这 个 变换 是 一 个 
线性 变换 )， 

线性 变换 具有 下 述 基 本 性 质 : 

(1) 70=0,7(-aw)= -Ta. 

(ii) 若 B=Pai+ias+…+F aa , 则 

TB = 后 Tai+ 刀 Ta +…+E Ta 

(ii) 若 aa,…，,a 线性 相关 , 则 Ta ,Ta ,… ,Ta 亦 线性 相关 . 

这 些 性 质 请 读者 证 明之 . 注意 性 质 (这 ) 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 , 即 当 am， 
aan 线性 无 关 时 ,Ta ,Ta ,Ta 不 一 定 线性 无 关 . 

(iv) 线性 变换 了 的 和 像 集 7 太 ) 是 一 个 线性 空间 , 称 为 线性 变换 7 的 像 
这 则 - 

证 设 B psT( 太 ), 则 有 aas 太 , 使 Ta =B ,Ta =B,, 从 而 

B,+B， =7Tai+Ta =7T(ai+a ) es7T 太 ) ( 因 a+a E 太 )， 
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AB,=ATai =7T(AMa) sT( 太 ) ( 因 Aa E 态 )， 
由 上 述 证 明知 它 对 凤 中 的 线性 运算 封闭 , 故 它 是 一 个 线性 空间 . 证 毕 
(v) 使 Ta=0 的 ea 的 全 体 
Nr=lalaeP,Ta=0| 
也 是 一 个 线性 空间 . N， 称 为 线性 变换 7 的 核 . 
证 NEGY , 且 
若 a wesN, 即 Tal=0,7Ta =0, 则 7T(a+a)=7Ta+Tas =0, 所 以 ai+ 


a) EN7ri 
Eee < 及 ，, 则 en = 人 0=0 2 EN，， 
全 10 设 和 有 用 网 是 区 
CI 0 ”0Qn 
CQ21 422 Q@ 
4=| ， 。 =(al ,as a，) 
Qi Qi2 Q 
其 中 
Q2i 
ai=| 
Cni 
定义 及 "中 的 变换 了 =7T(Cx ) 为 


(xz (XiE 了 及 ) 5 
则 7 为 线性 变换 . 这 是 因为 
设 ce 下" , 则 
7T(a+p)=4(a+D)=4a+4D=7TCa)+7(CD) ， 
7T(Aa)=4(AMa)=A4a=A7T(Ca). 
又 ,了 的 像 空间 就 是 由 w ,a ,…,a, 所 生成 的 向 量 空间 
T( 取 ")= [|y=xiQ+X202 二 …+XG Xi E 了 | ， 


7 的 核 ; 就 是 齐 次 线性 方程 组 hz=0 的 解 空 间 . 
8$5 线性 变换 的 矩阵 表示 去 


上 节 例 10 中 ,关系 式 


“。 733 了 3 。 
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T(x)=4xz (re 及 ") 
简单 明了 地 表示 出 及 "中 的 一 个 线性 变换 . 我 们 自然 希望 及 "中 任何 一 个 线性 变换 
都 能 用 这 样 的 关系 式 来 表示 . 为 此 ,考虑 到 a =4e, ,…，,a, =4e，(el,…,e, 为 单 
位 坐标 向 量 ) , 即 
全 三 (ED) (ET 2 
可 见 如 果 线 性 变换 了 有 关系 式 T(z)= 4x, 那 么 矩阵 4 应 以 T(e;) 为 列 向 量 . 反 
之 ,如 果 一 个 线性 变换 了 使 T(ej)=aw (i=1,2,…,m) ,那么 了 必 有 关系 式 
T(Zz)=7T[(e，……，e,)]=T(xiei+xzoe+…+Xe ) 
=xXiT(el)+x7T(e )+…+xT(e,) 
=(T(e)，…,7T(e,))x=(al，…，,a)z=4Xz. 
总 之 , 术 " 中 任何 线性 变换 了 ,都 能 用 关系 式 
7T(xz)=4xz (ze 玉 ") 
表示 ,其 中 4=(T(e)，…,T(e,) ). 
把 上 面 的 讨论 推广 到 一 般 的 线性 空间 ,我 们 有 
定义 7 设 了 是 线性 空间 由 中 的 线性 变换 ,在 友 中 取 定 一 个 基 
ma aa 如果 这 个 基 在 变换 了 下 的 像 ( 用 这 个 基线 性 表示 ) 为 
TUai )= aai+aiias 二 +QG ， 


T(a: )= wpa 十 Q2azG2 十 十 QQ ， 


TU(a, )= aaQi+aaD 二 +OG， 


记 Ta ,aa ，… 1) = (7T(a ) ,Ta ) ah) ) ,上 式 可 表示 为 


TUai am as)= (aa pa)4， (5 ) 
其 中 
QI QI Qi1 
C21 022 CQ2 
4= 
Cn Ca ”04 


那么 ,4 就 称 为 线性 变换 了 在 基 a ,oa ,…,a, 下 的 矩阵 . 

显然 ,矩阵 4 由 基 的 像 7T(a ) ,…,T(a,) 惟 一 确定 . 

如 果 给 出 一 个 和 矩阵 4 作为 线性 变换 了 在 基 aw ,oa ,…，,a, 下 的 矩阵 ,也 就 是 
给 出 了 这 个 基 在 变换 了 下 的 像 ,那么 ,根据 变换 了 保持 线性 关系 的 特性 ,我 们 来 


推导 变换 了 必须 满足 的 关系 式 . 
态 中 的 任意 元 素 记 为 w= > xiai, 有 


zi=1 
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了 人 S 汪 隐 5 1) 


1=1 


YX1 
2 
=(TCai) ,Ta ) Ta ))| 
和 
1 
X2 
=(al aa )4 
An 
即 
1 1 
2 2 
中 aaa =(aa va)4 |. (6) 
Mn Mn 


这 个 关系 式 惟 一 地 确定 一 个 变换 了, 可 以 验证 所 确定 的 变换 了 是 以 4 为 矩 
阵 的 线性 变换 . 总 之 ,以 4 为 矩阵 的 线性 变换 了 由 关系 式 (6) 惟 一 确定 . 
定义 7 和 上 面 一 段 讨 论 表 明 ,在 记 中 取 定 一 个 基 以 后 ,由 线性 变换 了 可 惟 
一 地 确定 一 个 抢 阵 4 ,由 一 个 矩阵 4 也 可 惟一 地 确定 一 个 线性 变换 ,这样 ,在 
线性 变换 与 矩阵 之 间 就 有 一 一 对 应 的 关系 . 
由 关系 式 (6) ,可 见 @ 与 7(a) 在 基 al ,oa ,…，,a, 下 的 坐标 分 别 为 
尼 = ,，7T(aw)=4 革 ， 
即 按 坐 标 表 示 ,有 
7T(aw)=4u. 
例 11 在 PLxzj;s 中 , 取 基 
Pi=Y ， Pa =Y ,Pi=Y，Pi=1， 
求 微分 运算 D 的 矩阵. 


区 
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Dp, =3x" = 0p+3p,+0P;+0P，， 

Dp，, =2x=0P,+0P,+2D;+0D，， 
区 Dp: =1=0P,+0D;,+0P;:+1P，， 

Dp: =0=0P,+0P;,+0P3+0D，， 


所 以 D 在 这 组 基 下 的 和 矩阵 为 


0 0 0 0 
3 卫 10220250 
4= 
仆人 
0 0 1 0 
例 12 在 及 中 ,7 表示 将 向 量 投影 到 xOy 平面 的 线性 变换 , 即 


了 (xzI+YX7T+zK ) = xy 
(1) 取 基 为 盖 刀 大 , 求 了 的 矩阵 ; 
(2) 取 基 为 we=iB=jy=i+j+, 求 了 的 矩阵 . 


人 = 
解 (1) 本 
7TK=0， 
印 
1] 0 0 
了 和) 天 诈 @ 洒 
0 0 0 
Ta=I=w， 
《2 ) 1 
7T7=I+1=a+p ， 
即 


1 0 1 
T(a,B,7y)=(a,B,7y)|0 1 1 
0 0 0 
由 上 例 可 见 , 同 一 个 线性 变换 在 不 同 的 基 下 有 不 同 的 抢 阵 . 一 般 地 ,我 
们 有 
定理 3 设 线性 空间 败 中 取 定 两 个 基 
aa 0 
由 基 wa ,oa ,…，,a, 到 基 C,,B,,…,B, 的 过 渡 矩 阵 为 己 , 太 中 的 线性 变换 了 在 这 
两 个 基 下 的 矩阵 依次 为 4 和 五 ,那么 刀 = 忆 4P. 
证 按 定 理 的 假设 ,有 


" 756 . 








(B …B.J)=( ai an) 忆 ， 
己 可 逆 ; 及 
7T(ai ，……,aQ,)= (ai Ge )4， 
TB …,B.)=(B ,DB.) 万 ， 
于 是 
(8 DB)B =TCB NB)=TLCa as)] 
=[TCa as)] 忆 =(a，…a)4P 
=(B,，…,B,)P 4P， 
因为 B, ,…,B, 线性 无 关 , 所 以 
已 = 尸 -4P. 证 毕 
这 定理 表明 4 与 召 相 似 , 且 两 个 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 己 就 是 相似 变换 矩阵 . 
例 13 设 态 中 的 线性 变换 了 在 基 aw ,ao 下 的 矩阵 为 


Ci Qi 
4= ， 
CQ21 422 


求 了 在 基 oa, ,aw 下 的 矩阵 . 


本 (1 和 
解 (wa ve 让 
0 1 170 1 
即 P=|， 0 , 求 得 己 -|， 中 ,于 是 了 在 基 (os va ) 下 的 矩 了 为 


0 1171ci ai/A0 I 1 az1/0 1 CQ22 CQ21 
加 儿 | -人 网 | | -人 | 
定义 8 线性 变换 了 的 像 空间 7 太 ) 的 维 数 , 称 为 线性 变换 7 的 秩 . 


显然 , 若 4 是 7 的 矩阵 , 则 了 的 秩 就 是 RC4). 
若 了 的 秩 为 ", 则 了 的 核 V 的 维 数 为 "一 r 


习 题 六 


1. 验证: 

(1) 2 阶 和 矩阵 的 全 体 3 ; 

(2) 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 等 于 0 的 2 阶 矩 阵 的 全 体 $, ; 

(3) 2 阶 对 称 和 矩阵 的 全 体 3; ， 
对 于 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 构成 线性 空间 ,并 写 出 各 个 空间 的 一 个 基 . 

2. 验证 :与 向 量 (0,0,1) 不 平行 的 全 体 3 维 数组 向 量 ,对 于 数组 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 
不 构成 线性 空间 . 


2 
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3. 在 线性 空间 P[x], 中 ,下 列 向 量 组 是 否 为 一 个 基 ? 
(1) 工 :1+x,x+x2 ,1+x3 ,2+2x+X2+X3 ; 
(2) 开 :-1+x,1-x? ,-2+2x+x2 ,3. 
4. 在 及 "中 求 向 量 w=(7,3,1) 在 基 
ai =(1,3,5)7，a =(6,3,2)7， ai=(3,1,0)7 





中 的 坐标 . 
5. 在 下 "中 , 取 两 个 基 
ai=(1,2,1)7,aw=(2,3,3)7, ai=(3,7,-2)7; 
pB,=(3,1,4)7,p8,=(5,2,1)7, 8;,=(1,1,-6)7， 


试 求 坐标 变 换 公 式 . 
6. 在 及 "中 取 两 个 基 
elj=(1,0,0,0)7， ai (分 二 ;=1 TI)7， 
ex=(0;1,0,0) ， 人 (0,351 077， 
e;=(0,0,1,0)7， ai=(5,3,2,1) ， 
ej=(0,0;0;.1) 7 ， ai,=(6,6,1,3)7. 


(1) 求 由 前 一 个 基 到 后 一 个 基 的 过 渡 和 矩阵 ; 

(2) 求 向 量 (x ,>x> ,xs ,xz ) 在 后 一 个 基 中 的 坐标 ; 
(3) 求 在 两 个 基 中 有 相同 坐标 的 向 量 . 

7， 设 线性 空间 $ (习题 六 第 1 题 (1) ) 中 向 量 


中 : 泡 -1 -1 1 3 2 -1 
和 
1 0 1 1 3 1 4 1 
(1) 问 甩 能 和 否 由 ww ,ea 线性 表示 ? 2 能 否 由 wa ,a; 线性 表示 ? 
(2) 求 由 向 量 组 w ,ea ,2 ,2 ,所 生成 的 向 量 空间 工 的 维 数 和 一 个 基 . 


8 说明 *0y 平面 上 变换 咱 | -4 的 几何 意义 ,其 中 


-1 0 0 0 
CD 4=| )， G) 4-| )， 
0 1 0 


0 0 1 
G) 4-| )， (9 4=| ) 
1 汐 -1 0 
9 阶 对 称 矩阵 的 全 体 了 对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 一 个 2 2) 维 线性 空间 . 给 出 阶 
可 逆 和 矩阵 P, 以 4 表示 了 中 的 任 一 元 素 , 试 证 合同 变换 
7T(4)= P4P 
是 了 中 的 线性 变换 . 
10.， 天 数 集合 
太 =|a=(a 和 +aixz+ao)erla al ae 及 } 


对 于 函数 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 . 在 六 中 取 一 个 基 


“758 











ai =xer ， aa =xe ，a3 =e ， 
求 微分 运算 D 在 这 个 基 下 的 矩阵 . 
11. 2 阶 对 称 和 矩阵 的 全 体 


2 
=44= Xi ,xxXa E 下 
27 


对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 .在 凡 中 取 一 个 基 


1 0 0 1 0 0 
4, = ,， 4; = ，4; = y 
0 0 1 0 ANO 1 





在 访 中 定义 合同 变换 


求 了 在 基 4, ,4;,4; 下 的 矩阵 . 


5992: 








部 分 习题 答 


习题 一 
1. (1) -4; (2) 3abc-o -六 -ci (3) (ao-0)(2-c)(c-a); (4) -2(0xz2+72)， 


2. (1) 0; (2) 4; (3) 5; (4) 3; (5) 2 《67Cn219y: 


3， 一 Qi QQaz2044; Qil023 034042。 
4. (1)0; (2) 0; (3) 4abcdef;， (4) 0; (5) abcd+abg+cd+ad+1; (6) 16. 
5. (1) -3 或 tk/3; (2) co, 或 c. 
信和 六 过 生生 全 和 5 (2) [x+(n-l)a]l(x-a) 一 ; 
(3) TI “一 )， (4) TI (aa-c) ; (5) 1+ai+…+Q，i 
= 1 


n+1>ji>j>1 


严 


(6) (-D7 Cn-D2 (7) wora(1+ 字 二 ) 


1 Qi 
9，24. 
习题 二 
35 = 秒 洒 
6 -7 8 
1. (1)| 6|; (2) 10:; (3) | -1 2|1; (4) ; 
20 -5 -6 
49 -3 6 
(5 ) QilX1+Q2aX2 十 0 十 20XiX2 十 2013X1X3 十 2073 0 ， 
-2 13 22 0 5 8 
2. 34B-24=| -2 -17 20|1,4IB=|0 -5 6|. 
4 29% -2 2 9 0 
Xi = 一 0zi +z2 二 323 ， 


3. 4x; = 12z, -42z) +9z3 ， 


xX3 = 一 10z; -2 +102;. 


1 1 ， 

5 CD 取 4=| 中 = 而 全 -0 

0 本 

中 ,有 4 和 O0,4 天 已 而 4 =4; 


1 0 1 0 1 0 
G) 取 4=| ) | ) | 】 ,在 X<7 而 4X=4 
0 0 0 0 1 








2 14 
3 1 

7.、(1) 102s 石 ， | ，(2) -8 中 1 2 

,去 6 


SS -2 cos 0 sinb 
" 4) )， |。 )， 
-2 1 -SinO cos 0 
-2 1 0 
1 
13 1 元 
(G)| -3 -本 |， (4 ， 
-16 7 -1 
0 


Yi = 一 7Xi -4xX2+9x3 ， 
10.， 472 =6xi+3x5 一 7X3 ， 


73 = 3Xi 二 2X2 一 人 X3 ， 


13. 4 = 本 (4- 尼 ) ,(4+2 碧 ) = 二 (3 已 -4)， 
2 =23 2 
14. CDxs(。 ] (2) =- 人 
1 1 0 
(3) 琉 = 1 CR 
5 
Xi =1， 1 
15. (1) Jo =0， (2) 4 2 ， 
0 = 开 ， 
1 二 诈 
0 3 3 
17.| -1 2 | 
1 10 
2 0 1 
18. B-4+E-|0 3 0 
1 0 2 
19. 有 =24-2diag(1,-2.1). 





0 
0 了 
中 (2 丰茂 
0 0 
8 
4 
-12 
0 
co 
1 
-2 |; 
3 
3 
5 14 
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20. 刃 =diag(6,5,6,-1). 


2 732 
| 


2 731 
】 | -683 


4+22 
二 水 三 041 


1+22 
会 谍 三 人 烛 


ASE 
QQ rd 二 中 
1 1 

Im 号 己 
人 
一 口 口 品 
SR 

oa 

G 


记 阐 





串 
匠 


一 口 品 
口 口 口 
We 
2 
和 
5 
人 
人 
口 一 口 
己 : 已 :0 
一 口 呈 
AS 
2 
二 


人 
本 
己 一 局 
和 
和 
中 
心 
AL 
SR 
呈 巴 一 
QU 一 忆 
1 
Ke NE PE 
1 

We 
山 
AL 
QN 


=| 3 
-4 


(2) @ 


-7 


“了 62 

















多 5 
6 3 2 
0 ] 0 =-1 
(站 2 
-1 =-! 3 0 
二 0 了 2 1 -6 -10 
1 | 
Xi 三 232 三 5 :的 三 志 
10 2 1 0 ) 
| G) | )， (3) | -1 0 
-4 7 4 
12 4 1 =] 
.都 可 能 有 . 
. 有 R(4) 三 民 ( 了 ) 三 R(4) -1. 
] 0 1 0 0 
1 -1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0.0. 《0 
0 0 .0 0 0 
(1) R=2;， (2) R=3; (3) R=3. 
(1)K=1; (2) =-2; (3) 1 关 1 且 大 夭 -2. 
区 
Xi 3 和 1 一 2 
有 -3 2 乱 1 
(1) = 〈c 为 任意 常数 ); (2) =Cl 2 
MX3 过 : X3 0 
X4 4 0 
1 
-过 全 
2 如 17 
X2 志 。 、 二 19 
(3) =d “| (ce 为 任意 常数 ) ;(4) =c| 17 |+c| 
MX3 3 
区 1 
2 X4 
0 
区 一 2 一 1 
(1) 无 解 ; (2) |y|=c 工 |+ 2| (ec 为 任意 常数 ) ; 
和 1 0 
SR 1 1 
和 2 2 2 
溺 
(3) =c|l 1 |+co|l 0 |i 0 | (cc 为 任意 常数 ) ; 
0 1 0 
攻 0 0 0 


(cc 为 任意 常数 ) ; 


(cuc; 为 任意 常数 ). 
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1 1 6 
世 7 7 7 
》 5 9 5 间 
(4) 双人 六 2 汪 党 沿 二 了 (cc: 为 任意 常数 ). 
也 
1 0 0 
0 1 0 
Xi=-2x5+2x=0， 
15. 
x+3x3 一 4x4 = 0. 
1 
16，(1) A 天 -本 且 和 天 2; (2) A= -本 ; 


Xi1 -1 3 
(3) 入 =2,| z， | 0 | (e 为 任意 常数 ). 
0 1 


X3 


17. (1) 入 关 1, 且 和 关 -2; (2) 和 =-2; 


Xi 二 -1 1 
xx |=cll 11+c| 01+0|1(cc 为 任意 常数 ). 
2 0 1) \0 
Xi 证 1 %1 1 2 
18. 和 A=1 wo。 = 用 ,A=-2 时 有 解 | *， 二 虽 (ce 为 任意 常数 ). 


1 人) \0 1) \0 
19. A 关 1 ,上 且 和 关 10 时 有 惟一 解 ;A= 10 时 无 解 ;A=1 时 有 无 限 多 解 , 解 为 


X1 -2 2 1 
Xin| 三 疝 1 |+cz| 0 |+| 0 | (ce 为 任意 常数 ). 
到 0) \U nuo 

习题 四 


3. (1) 线性 相关 ; (2) 线性 无 关 . 
4. wa=2 或 a=-1. 


《3) 人 = 上 ， 


和 MX3 





6. 0 =cai-(1+c)a ce 下 


0 0 0 


11. (1) 线性 无 关 ; (〈2) 线性 无 关 ; (3) 线性 相关 . 
1 35 人 了 22 让 3 交 2 区 2 2 人 全 


1 0 0 0 
7. 若 o | 】 | ) | 】 沁 =| , 则 a, + ,a + 线性 无 关 . 


8 
14. (1) Qi， Q2 ,03 为 最 大 无 关 组 04 = 了 Qi-42+203 


(2) ai ,a; ,4 为 最 大 无 关 组 ,as =ai+3a; -aa ,as = -aa + 
1 0 
16，R =3. 


部 分 习题 答案 





22. 


23. 


24. 


27. 


28. 


29. 


31. 


3s: 





0 0 0 
5 对 0 站 (2) 141=0. 
0 卫 5 
0 -4 1 0 
1 0 
(1) 所 = 0 站 二 1 (2) 所 = 2 = 引 
4 -3 19 2 
1 
1 
《3 《区 = 
1 
-1 -n+l … -2 
1 0 
人 父 
8 1 | 
. 这 
Xi-2x2+X3 =0， 
We 
一 1 0 1 -1 -1 
1 0 1 0 1 
(1) 1I:& = 各 =| | ;IT:&, = , 志 = | (2) x=e| (c 为 任意 实数 ). 
1 0 =-1 1 1 
-8 -1 -17 -9 区 
| 
0 ] 14 7 本 
2 0 0 0 1 
3 人 
4 3 
il 国 (ce 为 任意 实数 ). 
6 ) 
(1) w=-4 且 B 关 0; (2) aw 天 -4; 
(3) waw=-4, 且 8B=0,8=cai-(2c+l)a+a (c 为 任意 实数 ). 
1 ] 
-2 
| (《e 为 任意 实数 )， 
0 
页 是 , 友 不 是 . 
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部 分 习题 答案 





37. 91 =24i+3a; -aa ,0 =3ai -3a) -2a1. 


2 3 4 -8 
38. (1) | 0 -1 0|; (2)| -1 
-1 5 
习题 五 
1. A=-2,c=(-2,2,-1)7. 
1 -1 1 
2， 全 六 冯 全 于 1 放生 0 已 = 十 -2 |; 
| 加， 
1 1 -1 
(站 遍 三 汪 矶 = 机 .= 一 。 
| -1| ”vB 2| ”vv 3 
1 1 4 
3. (1) 不 是 ; (2) 是 . 


6. (1) A=-!1 为 三 重 根 ,p=| 1|; 


-1 
-1 1 -1 
(2) A,=-1,A)=9,A3=0; Pi=| 1|, 忆 =|1|,P=| -1 
0 2 1 
1 0 0 -1 
0TI = 0 
《3) AiE= 和 AAA = 三 一 15( PP Pi ,D)= 
QT 
10 0 1 
记 玖 和 
13: :223 
15S2 区 三 3. 
16. (1) c=-3,2=0,A=-1; (2) 不 能 . 
1 0 5 
17. 4 几 =| 0 5 0 
0 0 5 
8 CD4=( 了 5 
P 1-4 
(2) 国 -4 -本 | ,其 中 r= 1-D-9- 
7 7 (P+9) 2p+(dg-P)r 
iT -2 
19 (1D) P= 本 | 2 1 -2 |,P-4P= 1 ; 
2 2 二 
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瑾 
衬 
o 
疝 
了 弄 
负 





5 
， 10 
(2)P-| 二 工 -| Pap- 
3 32| 
-21 
3 3 
2 
加 3 3 
7 浊 | 
二 3 3 厅 
2 1 
3 3 
2 
21. 4-=| -4 5 引 
和 
-1 0 2 
22. 4= 林 0 1 2> 
元 
未 三 
23. 4=|1 4 中 
1 1 4 
Ci 一 0 一 Q， 
24. (2) AN = > 四 =…=A=0,(P PP = 2 “ 
| 。 
ai 
1 T 2 
25. 《1) 21 中 5 
2 .2 
1 - 和 
26. (1) /= (xy 2 4 2||y|， 
1 人 


EO0 SEO2OE9 


1 -1 -2 
(2) J= (4x 7,z) -1 1 站 
0 
〈3) = (xxa ,23 ) 区 
1 


] 
一 1 
0 


1 “3… 俭 
2 也 
27. 〈1) 和 区 和 |] 入- 区 -7 汪 
作 “ 计 
3 了 


276] 





部 分 习题 答案 








1 0 0 
X1 0 : 册 1 
28. (1) X2 | 三 AD 内 72 ，F=271+572+73 3 
MX3 0 这， 三 二 》3 
2 
定 2 
人 2 
X1 5 5 
(2) | : | = 0 后 || >” ,= 271+) 人 2 一 7， 
MX3 1 1 1 》3 
2 6 
0 人。 
3 3 
% 取 
29 < 2 达 +11lw2 =1 
三 | -一 bi Er 3 ) 十 二 1 . 
这 \ 厅 3 厅 3 人 7 7 幼 
4 世 
本 
加 3 3 
3 
沦 . 
1 
31. (1) KGC)=mta-nC= 0 工 | (CI 去 ); 
厅 已 
0 0 1 
于 
(2) KCy)=7-2taC=|0 1 0|(ICI=1); 
0 和 过 


(G3) Kcy)=7+23,C= 二 lo 2 2| cl=v5) 


2 
史 0 0 


32. -<o<0 


33. (1) 负 定 ; (〈2) 正定 . 
习题 六 
1. 各 个 线性 空间 的 基 可 取 为 


1 0 0 .1 0 人 站 
(1) 全 | 二 2 三 03 二 4 三 
0 0 0 0 1 0 0 1 
1 0 0 1 0 0 
(2) am = ,5 = ,二 ; 
0 -1 0 0 1 0 


由 0 0 0 1 
人 
0 0 0 1 
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3.〈1) 不 是 ; 《〈2) 是 . 


0033 
5. 设 a 在 aas,as 下 的 坐标 是 (zx ,xz ) ,在 B,,B:,B, 下 的 坐标 是 (xi ,xz?,z4) ,有 
和 1 13 19 43Nfa 2 0 
2 二 -13 间 轨 |， 或 |z=| 6 1 3| |x; 
和 7 10 24 八 v， ， 1 3 
2 0 5 6 
二 3 ] 
| 
村 0 
1 12 9 -27 -33N\fo 
人 五 22052253 六 


xz 21 9 0 0 -18||。 
X4 
(力作 1 区 过 
7. (1) 能 ,不 能 (2) 维 数 =3, 基 可 选 为 wi ,aq; ,D:. 
8. (1) 关于 y 轴 对 称 ; (2) 投影 到 y 轴 ; (3) 关于 直线 y=x 对 称 ; (4) 顺 时 针 方 向 
旋转 90". 
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郑重 声明 

高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任 何 未 经 许可 的 复 
制 、 销 售 行为 均 违 反 ( 中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》, 其 行为 人 将 承担 相应 
的 民事 责任 和 行政 责任 ;构成 犯罪 的 ,将 被 依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维 
护 市 场 秩序 ,保护 读者 的 合法 权益 ,避免 读者 误 用 资 版 书 造成 不 良 后 
果 ,我 社 将 配合 行政 执法 部 门 和 司法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 进 
行 严厉 打击 。 社 会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵权 行为 ,希望 及 时 举报 ,本 社 
将 奖励 举报 有 功 人 员 。 

反 盗 版 举报 电话 (010)$8581897 ”58582371 58581879 

反 盗 版 举报 传真 (010)82086060 

反 资 版 举报 邮箱 dd@ hep.、com， cn 

通信 地 址 ”北京 市 西城 区 德 外 大 街 4 号 ”高 等 教育 出 版 社 法 务 部 

邮政 编码 “100120 





短信 防伪 说 明 

本 图 书 采 用 出 版 物 短信 防伪 系统 ,用户 购书 后 乔 开 封底 防伪 密码 涂 层 ， 
将 16 位 防伪 密码 发 送 短 信 至 106695881280 ,免费 查询 所 购 图 书 真 伪 。 

反 盗 版 短信 举报 

编辑 短信 ”*JB ,图 书 名 称 ,出 版 社 , 购 买 地 点 "发 送 至 10669588128 

短信 防伪 客服 电话 

(010)$8582300 


与 本 书 配 套 的 数字 课程 资源 使 用 说 明 

与 本 书 配套 的 数字 课程 资源 发 布 在 高 等 教育 出 版 社 易 课 程 网 站 ,请 登 
录 网 站 后 开始 课程 学 习 。 

1. 访问 http ://abook. hep. com. cn/39661 

2. 输入 数字 课程 账号 ( 见 封底 明码 ) 密码 、 验 证 码 

3. 点 击 “ 进 入 课程 

4. 开始 课程 学 习 

账号 自 登 录 之 日 起 一 年 内 有 效 ,过 期 作废 。 

使 用 本 账号 如 有 任何 问题 ,请 发 邮件 至 :liqian@ hep. com. cn。 


